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Ra  quanti  penfieri  6 io  rav- 
volto nell  animo  per  Sollevar- 
mi a [per are , che  Voi  potefle, 
SACRA  CESAREA 
REAL  MAESTÀ»,  con 
eflrema  degnazióne  accoglie- 
re quefi  opera  mia , che  va  Superi  chi  Voftro 
Jtu&ufiijfimo  Nóme , e de  Vofiri  For  innati f- 
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fimi  Aufipic j , un  fiolo  mi  conforta , ed  è que- 
fio  la  confiderazione  del  Vofiro  Sejfo , che  da 
VOI  illufirato  per  bella  forte*  è pur  mio  . 
Qtieflo  penfìero  mi  d foftenuta  nella  fatica 
c non  mi  d laf ciato  fentire  il  rifcbio  dell 
imprefa;  e veramente  fe  in  qualche  tempo 
poteva  giufiificarfi  I ardimento  di  una  Don- 
na, che  tentajfe  feguire  i rapidi  voli  di  una 
Scienza,  che  fpazia  mai  fempre  negli  Infini- 
ti , in  quel  tempo  ejfere  ciò  doveva , nel  quale 
regna  una  DONNA,  e regna  con  univer fia- 
le ammirazione . Farmi  in  fatti , che  in  que- 
fta  età , che  fra  tutte  le  venture  chiara , ed 
altera  avrà  da  VOI  il  nome , debbano  le  Don- 
ne  tutte  fiervire  alla  gloria  del  loro  fejfio,  e 
ciaficuna , per  quanto  le  può  venir  fatto , con- 
tribuire all'  accreficimento  dello  Splendore , nel 
quale  V OI  lo  avvolgete  ; VOI , che  fparfi i aven- 
do cTogri  intorno  alta  maraviglia  di  Voflre  ; 
Azioni , cofiringete  gli  Uomini  a dir  di  VOI 
con  più\  ragione , che  non  fu  detto  di  alcuno 
degli  antichi  Cefiari,  che  colla  Giufiizia,  e 

Cle- 
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Clemenza  dell  Imperio  onorate  T umana  natu- 
ra, e rapprefintate  la  divina .v. Lafcio  a quel- 
le ,■  ohe  gelo  fi  delle  glorie  del  noflro  fijfo  con- 
ferveranno à Pofieri  le  Vofire  Gefta,  ìefpri- 
mere  j come  all  efìmia  bellezza  d$lX  còrpo  \ti- 
mirmfìin'NOl  accoppiate  ad  una , ad  una 
tutte  te  virtù  ',  e fopra  tutto- lafcio  loro  il 
celebrare  la  forza  del  voflro  higegno T In- 
comparabile Vofiro  Valore , l’àmpia  Vofira 
Sufficienza  , e quella  invitta  Coftanza , che 
rifiorata , dirò  così , dalle  ftejje  fventure , e 
da  pericoli  fleffi , le  cofe  Vofire  nel  principio 
del  regno  da  nemico  Fato  travagliate  , e 
quafi  opprejfe  ritornò  liete , e felici . Non  fi 
rimarranno  effe  pure  di  far  cono  fiere  la  dol- 
cezza de’  Voflricofiumi,  r Umanità  Vofira , 
e la  generol à Attenzione  , colla  quale  fra  lo 
ftrepito  ancora , e il  tumulto  dell  armi  pro- 
teggete, e ravvivate  gli  fiudj t\e  Parti,  on- 
de fi  nutre  il  pubblico  bene , e fi  accendono 
utilmente  gli  animi  degli  Uomini . Sin  da 
primi  anni  occuparono  le  Scienze  la  Vofira 
<.'•  •-*  AIcn~ 


Mente , e nijfuna  fra  quefie  è a VOI  ftra- 
mera  » Vi  d ora  da  quelle  diftolto  la  cura 
de'  Popoli , ed  è fembrato  poco  al  Cielo  , cbe 
fofte  la  più  dotta  del  Vofiro  Secolo . Ma  non 
è in  VOI  però  men  fervido  lamore  del  Vero , 
e perciò  chi  lo  ricerca  fommament e difiingue- 
te,  e favorite.  Degnatevi  adunque  ,S  ACRA 
CESAREA  RE  AL  MAESTÀ’,  clementif 
fintamente  riguardare  quefia  mia  fatica  , c 
come  opera  , cbe  in  fe  raccoglie  tutti  i più 
lumino  fi  progredì  dell  Intelletto  untano  , c 
come  quel  tributo , che  per  me  poteva  offrir- 
li maggiore  alla  gloria  del  Vofiro  Regno , 
che  non  per  altro  par , cbe  richiami  la  memo- 
ria delle  Eroine , cbe  altrove  regnarono , cbe 
per  maggiormente  al  confronto  efaltarc  la 
MAGNANIMITÀ',  PRUDENZA,  E FORTUNA 
VOSTRA;  efe  il Mufico  Volume,  cbe  la  Sorella 
iniad  avuto  l onore  di  prefentarvi , è fiato  tan- 
'to  avvcnturofo  di  fciogliere  al  canto  la  Vo- 
firn  Voce , abbia  quefto  la  fof pirata  forte  di 
addo pr are  alcuna  volta  la  Vofira  Penetra- 
zione , 
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zione , e Salacità*  Altro  non  rimanendomi , 
che  d implorarvi  dal  Cielo  lungbijjima  Vita , 
onde  deriverà  la  J labile  felicità  di  tante  a 
VÓI  foggette  Nazioni , al  Voflro  Trono  umi- 
li ffim  amente  mi  projìro 


DELLA  S.  C.  R.  MAESTÀ*  VOSTRA 


TJmiliJfìma , obbedientiffima , fedelijjìma 
Serva,  e Suddita 
Matia  Gaetana  Agnefi . 
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AL  LETTORE» 


On  avvi  alcuno,  il  quale  informato 
elTendo  delle  Matematiche  cofc_# , 
non  fappia  altresì  quanto , in  oggi 
fpezialmente  , Ila  necelTario  lo  Au- 
dio dell’  Anali!!  , e quali  progrefli 
fi  fieno  con  quella  fatti , fi  faccia- 
no tuttora  , e pollano  fpcrarli  nell’ 
avvenire  ; che  però  non  voglio  , nè  debbo  trattenermi 
qui  in  lodando  quella  feienza  , che  punto  non  ne  abbi- 
fogna  , e molto  meno  da  me  . Ma  quanto  è chiara  la— 
necelfità  di  lei , onde  la  Gioventù  ardentemente  s’ in- 
vogli di  farne  acquifio  , grandi  altrettanto  fono  le  diffi- 
coltà , che  vi  s’incontrano  , fendo  noto,  e fuor  di  dub- 
bio, che  non  ogni  Città,  almeno  nella  noflra  Italia—, 
à pcrlone , che  fappiano  , o vogliano  infegnarla  , e non 
tutti  anno  il  modo  di  andar  fuori  della  Patria  a cercar- 


ne  i Maeffri  . To  lo  fo  per  prova , ed  ingenuamente  il 
confettò  , mentre  con  tutto  lo  fludio  , ch’io  mi  fono 
sforzata  di  fare  da  me  mede  fi  ma  foflenuto  dalla  più 
forte  inclinazione  per  cjuefla  fcienza  , mi  troverei  tutta- 
via intricata  nel  gran  labirinto  d’infuperabili  dfficoltà  , 
fe  tratta  non  me  n* avelie  la  ficura  guida  , e faggia— 
direzione  del  dotiiflìmo  Padre  Don  Ramiro  Rampinelli 
Monaco  Olivctano  ora  Profcttòre  di  Matematica  nella-. 
Regia  Univerfità  di  Pavia  , a cui  mi  riconofco  alta- 
mente debitrice  di  tutti  que’  progrettì  (quali  etti  fieno) 
de*  quali  è flato  capace  il  mio  picciol  talento  , le  di  cui 
lodi  io  tralafcio  come  fnperflue  ad  un  Soggetto  sì  cele- 
bre , e fpezial mente  per  non  offendere  la  nota , e for- 
fè troppo  rigida  di  lui  modelìia  . Al  fopraccennato  in- 
comodo poflono  rimediare,  non  v’à.  dubbio,  in  parte 
i buoni  libri  , quando  etti  fieno  con  quella  chiarezza—, 
che  balìa  ferini , e con  quel  metodo  , che  pur  troppo 
è necettario  ; quindi  è , che  quantunque  le  cofe  Anali- 
tiche fieno  tutte  pubblicate  con  le  llampe  , pure  per- 
chè ette  fono  fcollegate  , fenz*  ordine , e fparfe  qua  , e 
là  nell’  opere  di  molti  Autori  , e principalmente  negli 
Atti  di  Lipfia  , nelle  Memorie  dell’Accademia  di  Pari- 
gi , ed  in  altri  Giornali  , coficchè  non  potrebbe  certa- 
mente un  Principiante  ridurre  a metodo  le  materie—  , 
quando  anche  egli  fotte  di  tutti  i libri  fornito  , pensò 
il  rinomato  Padre  Renau  al  comune  vantaggio  , e die- 
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de  alla  luce  l’ utiliffirao  libro  de  L Analife  detnontr/c  , 
opera  degna  di  tutte  quelle  lodi , che  maggiori  fi  pof- 
fono  . Dopo  di  che  fembrerà  forfè  affatto  inutile  , che 
comparilcano  quelle  mie  Inffituzioni , avendo  altri  già 
da  molto  tempo  cosi  largamente  proveduto  all'  altrui 
bifogno  . Ma  fu  quello  punto  io  prego  il  cortefe  Let- 
tore a r flettere  , che  crefcendo  le  lcienze  di  giorno  in 
giorno , dopo  1*  edizione  del  lodato  libro  moltiflimi , ed 
importamiflìmi  fono  Itati  i nuovi  ritrovamenti  inferiti 
dai  loro  Autori  in  diverfe  opere  , come  era  fucceduto 
degli  anteriori  ; quindi  per  ifcemare  agli  Studio!!  la  fa- 
tica di  andare  fra  tanti  libri  ripefcando  i metodi  di  re- 
cente invenzione  , mi  fembravano  utiliffime  , e neceffa- 
rie  nuove  Inffituzioni  di  Analill  . Le  nuove  fcoperte_» 
m’ànno  obbligata  ad  un'altra  difpofizione  di  cofe  , e_» 
ben  fa  chi  pon  mano  in  si  fatte  materie  , quanto  fia_. 
difficile  il  ritrovare  quella  , che  Ila  dotata  della  dovuta 
chiarezza,  e femplicità  , omettendo  tutto  il  fuperfluo, 
fenza  lafciare  cofa  alcuna , che  effer  polla  utile  o ne- 
ceffaria  , e che  proceda  con  quell  ordine  naturale  , in_, 
cui  forfè  confille  la  miglior  illruzione  , ed  il  maggior 
lume  . Quello  naturale  ordine  io  ó certamente  fempre 
avuto  in  villa  , e l’ó  fommamente  procurato  , ma  non 
fo  poi  fe  farò  Hata  bailantemente  fortunata  per  conle- 
guirlo . 

* 2 Nell* 
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Nell’  atto  poi  di  maneggiare  varj  metodi  , mi  fi 
fono  parate  alla  mente  alcune  cflenfioni , c parecchie.» 
diverfe  cofe , le  quali  per  avventura , non  faranno  pri- 
ve di  novità  , e d’invenzione  : a quefle  darà  il  benigno 
Lettore  quel  pefo , che  a lui  fembrerà  , non  intenden- 
do io  di  raccoglier  lodi , contenta  di  e (Termi  con  fodo, 
e vero  piacere  divertita , c di  aver  procurato  di  giova- 
re altrui . 

Nel  Tomo  fecondo  per  entro  il  Calcolo  Integrale 
ritroverà  il  Lettore  un  Metodo  affatto  nuovo  per  li  Po- 
linomj , nc  in  luogo  alcuno  prodotto  ; quello  è del  ce- 
lebre , e non  mai  abbaftanza  lodato  Signor  Conte  Ja- 
copo Riccati  Cavaliere  di  fingolariffimo  merito  nelle-» 
feienze  tutte  , e ben  noto  al  mondo  letterario  . ’A  egli 
voluto  fare  a me  quella  grazia  nel  comunicarmelo  , 
che  io  non  meritava  , ed  io  rendo  a lui  , ed  al  Pub- 
blico quella  giufiizia  , che  fi  conviene  . 

Finalmente  , ficcome  non  è fiata  mia  mente  da— 
principio  il  pubblicar  colle  (lampe  la  prefente  opera— 
da  me  cominciata , e profeguita  in  Lingua  Italiana- 
pcr  mio  particolar  divertimento  , o al  più  per  ifiruzio- 
ne  d’ alcuno  de'  miei  minori  fratelli  , che  inclinato 
foffe  alle  matematiche  facoltà  , nè  effendomi  determi- 
nata di  darla  al  Pubblico  , che  dopo  di  elTer  già  mol- 
to avvanzata  l’opera  , e pervenuta  a confiderabile  volu- 
me ; 
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me  ; mi  fono  perciò  difpcnfata  dal  tradurla  io  Latino 
Idioma  ( comecché  da  alcuni  credali  più  convenire  a_ 
tal  materia)  si  per  l'autorevole  efempio  di  tanti  cele- 
bri Matematici  Oltramontani , ed  Italiani  ancora  , lo 
di  cui  opere  nella  loro  natia  favella  vanno  a comuno 
vantaggio  ftampate  , si  pel  naturale  mio  rincrefcimento 
alla  materiale  fatica  di  trascrivere  in  Latino  ciò  , cho 
aveva  di  già  fcritto  in  Italiano  . Nè  intendo  però  tarmi 
carico  di  quella  purità  di  lingua  , che  lodevolmento 
viene  praticata  in  materie  da  quella  diverfe , avendo  io 
avuto  in  mira  più , che  ogni  altra  cofa  , la  neccHarùu 
poflibile  chiarezza . 
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Die  i6.  Novembri s 1748. 

IMPRIMATUR. 

Fr.  H.  Todefcbini  Inquijitor  Generali s Mediolani . 

F.  Curioms  Archipresbyter  S.  Eufebii  prò  Eminentifs. 
& Reverendi fs.  D.  D.  Card.  Arcbiepifcopo  . 

Vidit  Julius  Caefar  Berfanus  prò  Excellentifs.  Senatu 
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A N A L I T I C H 

LIBRO  PRIMO  /./T,' 

% yk 

Dell  Anali  fi  delle  Quantità  finite 

? jlll  wl  'Anali  fi  delle  quantità  finite  , che 
y '^ÌT*^jÌP|  C0IIluneraente  chiamafi  Algebra^. 
v ; VU  nii2  Cartefiana,  è un  metodo,  con  cui 


te , c che  fi  cercano,  per  mezzo  di  alcune  operazioni. 


c metodi  , che  parte  a parte  mi  propongo  di  {piegare 
nc’  feguenti  Capi . 
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ISTITUZIONI 


CAPO  I. 

Delle  primarie  Notizie,  ed  Operazioni  deli1  Analijt 
delle  Quantità  finite  . 

i.  Le  primarie  operazioni  di  quell’ Algebra  fono  le 
fleffc  dell’Aritmetica  comune,  cioè  la  Somma,  la  Sottra- 
zione , la  Moltiplicazione,  la  Divifione,  e l’ Effrazione 
delle  Radici  ; ma  con  quella  differenza  , che  nell’Arit- 
metica comune  fi  adoprano  i numeri,  ed  in  quella  le  lpe- 
cie , o fia  le  lettere  dell’  Alfabeto , con  le  quali  fi  denomi- 
nano, e fi  calcolano  le  quantità  in  affratto,  di  qual  forta 
effe  fiano,  geometriche,  o fifiche,come  Linee,  Super- 
ficie , Corpi , Forze  , Refiftenze,  Velocità  ec.  ; e però 
quella  tal  forta  di  Aritmetica  chiamafi  Algoritmo  delle 
quantità,  o Aritmetica  fpeciofa;  ed  è ben  quella  molto 
più  eccellente  di  quella,  tutto  che  le  operazioni  fieno  le 
fieffe,  fi  perchè  quelle  quantità  non  fi  confondono  tra 
loro  nelle  operazioni , come  le  numeriche,  fi  ancora  per- 
chè con  la  fieffa  facilità  fi  trattano  nel  calcolo  le  quantità 
note  , e le  incognite;  e finalmente  perchè  le  dimollr azio- 
ni analitiche  fono  generali  , ed  a qualunque  cafo  applica- 
bili, la  dove  le  aritmetiche  fono  particolar  iffime , ed  in 
ogni  diverfo  cafo  è neceffaria  una  nuova  dimollrazione . 

2.  Ma  delle  Quantità  altre  fono  pofitive  , cioè  mag- 
giori del  nulla  , altre  minori  del  nulla,  e però  negative. 

Per 
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ANALITICHE.  j 

Per  cagion  d’efempio:  I Beni,  che  fi  poffeggono , fono 
politivi , ma  quelli , che  ad  altri  fi  debbono , fono  negati- 
vi , perchè  dai  pofitivi  s’hanno  a fottrarre  , e ne  dimi- 
nuifcono  la  fomma,  e però  ficcome  fono  quantità  pofiti- 
vc  i Capitali,  che  uno  abbia , cosi  fono  quantità  negative 
i Debiti . Similmente  fe  un  Mobile  diretto  verfo  uno  feo- 
po,  o meta  del  fuo  viaggio  deferiva  uno  fpazio,  farà  que- 
flo  fpazio  pofitivo;  ma  fe  fi  porterà  verfo  la  oppofia  par- 
te, deferiverà  uno  fpazio,  che  relativamente  alla  meta  , 
verlo  cui  doveva  andare , farà  negativo . Quindi  in  Geo- 
metria fe  una  linea  condotta  dq,  una  parte  fi  affuma  per 
pofitiva  ( il  che  è arbitrario  ) farà  negativa  la  linea  con- 
dotta verfo  la  parte  oppofia . 

3.  Le  quantità  pofitivc  fi  difiinguono  in  algebra., 
dalle  negative  per  mezzo  di  certi  fegni  a loro  prefiffi  ; 
alle  pofitive  fi  prefigge  il  fegno  -f , che  dicefi  più,  allo 
negative  il  fegno  — , che  dicefi  meno  ; e quando  una. 
quantità  , che  o fia  polla  fola , o in  una  ferie  di  altre  fi* 
la  prima,  non  abbia  prefiiTo  fegno  alcuno,  s’intende  fem- 
pre  affetta  dal  fegno  pofitivo . Il  fegno  ±,  a cui  è contra- 
rio l’altro  hF,  è fegno  ambiguo,  e lignifica  il  più  ed  il 
meno  , cioè  il  pofitivo  ed  il  negativo , di  modo  che  , per 
efempio,  ± a vorrà  dire,  che  la  quantità  a fi  può  affume- 
re  e pofitiva,  e negativa.  Il  fegno  = fignifica  eguaglian- 
za, c però  a — b vorrà  dire  , che  a fia  eguale  a &;ficcome 
*>b  fignifica,  chea  fia  maggiore  di  b , ed  a<b,  che  a 
fia  minore  di  b.  L’eguaglianza  poi  delle  ragioni,  cioè  la 
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proporzione  geometrica  di  tre,o  quattro  quantità  fi  efpri- 
raerà  cosi  a , b ; : b,  c fe  faranno  tre,  e vorrà  dire,  che_. 
la  ragione  di  a alla  b è eguale  a quella  di  b alla  c ; ed  a , 
b : : cy  d vorrà  d;rc,  che  a è alla  b , come  rad.  Final- 
mente il  fegno  co  fignifica  l’infinito,  e però  a — oo  figni- 
ficherà,  che  a fia  eguale  all’infinito,  cioè  che  fia  quanti- 
tà infinita. 

4.  Quantità  femplice,  incompleta,  o di  un  fol  ter- 
mine è quella,  che  c efprdfa  da  una,  o più  lettere , ma_. 
tra  loro  non  diflinte  e fcparate  da  fegno  alcuno , come.» 
a,  ab,  aac  ec.,  cosi  all’oppofto  è quantità  compolla  e di 
più  termini  quella,  che  è efprellà  da  più  lettere  tra  loro 
fcparate  da’  fegni,  come  a ■+  by  aa  — f ■+  bb,  ec.  ; e però 
a •+  b farà  di  due  termini,  aa—jf  ■+  hh  di  tre,  ec. 

Della  Somma  delle  Quantità  femplici  intiere . 

5.  Le  quantità  femplici  fi  fommano  tra  loro  con  Io 
fcrivere  una  dopo  l’altra,  lafciando  a ciafcuna  di  loro  quel 
legno,  che  hanno.  Abbiali  da  fommare  a con  b con  c , 
farà  la  fomma  a -+b-*c\  abbiafi  da  fommare  a con  — by 
farà  la  fomma  a — b\  abbiafi  da  fommare  a con  a con  b 
con  by  farà  la  fomma  a + a+b  + b;  ma  qui  avvertafi,  che 
a -f  a è lo  llelfo  che  23,  e b ■+  b è Io  fiefib  che  2 b;  e però 
la  fomma  farà  23  + ib  . Quindi  per  fommare  le  quantità 
efpreiTe  dalle  medtfime  lettere,  ballerà  alla  fiefia  lettera 
prefiggere  tal  numero  , che  contenga  tante  unità,  quante 
volte  cita  c polla;  e però  la  fomma  di  ac  con  ac  con  acy 
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cioè  ac  -f  ac--+ac  farà  3 ac,  e quello  numero  fi  chiama., 
coefficiente  numerico  . Che  fe  le  quantità  da  fommarfi 
dalle  fleffie  lettere  denominate  averanno  in  oltre  coeffi- 
cienti numerici , fi  fommino  effi  coefficienti  con  la  regola 
ordinaria  dell’aritmetica;  cosi  la  fotnma  di  2 a con  5 a con 
b con  4 b farà  7 a-+  sb;  cosi  la  fomma  di  a con  3 b con 
— 2 c con  jc  con  y<a  fai  à a +■  $b  — ic  -1-  7e  -+•  5 a , ma  a + ya 
fanno  6a , e — 2c  + 70  fanno  y c,  dunque  la  fomma  lari 
6a  -+•  $b  + yc. 

Della  Sottrazione  delle  Quantità  f empiici  intere . 

Per  fottrarre  una  quantità  da  un’altra  fi  muta  il  fe- 
gno  a quella,  che  fi  deve  fottrarre,  e col  fegno  mutato  fi 
fcrive  predo  l’altra.  Per  fottrarre  b da  a lì  feriva  a—b\  do- 
ve avvertali , che  fe  a farà  quantità  maggiore  di  b,  il  refi- 
duo  della  figurazione,  cioè  la  differenza  farà  pofitiva; 
fe  b farà  magg'ore  di  a>  effa  differenza  farà  negativa^ . 
Per  fottrarre  off'  da  bbc , fi  faccia  bbc  — af ; per  fottrarre  2? 
da  y j,  li  faccia  y a — la;  ma  cinque  a meno  due  a fanno 
tre  a,  adunque  il  refiduo  farà  30; per  fottrarre  — b da  a, 
fi  feriva  a*-b.  Nè  paja  Urano, che  nel  fottrarre  ~~b  quan- 
tità negativa  effa  divenga  pofuivaj  onde  il  refiduo  lìa_. 
a+b;  imperciocché  il  fottrarre  una  quantità  da  un'altra  è 
lo  fteffo,  che  il  cercare  la  differenza  tra  effe  quantità;  ora 
la  differenza  tra  a,e  —b  è appunto  a ~h  b in  quella  guifa , 
che  la  differenza  tra  un  capitale  di  cento  feudi  e un  de- 
bito di  cinquanta  è centocinquanta;  perchè  dall’avere^ 


cento 
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cento  all’avere  nulla  v’è  differenza  di  cento  , e dall’ave- 
re nulla  all’ avere  cinquanta  di  debito  vi  è cinquanta  di 
differenza;  adunque  dal  capitale  di  cento  al  debito  di  cin- 
quanta vi  farà  differenza  di  cento  cinquanta.  Cosi,  per  la 
fieffa  ragione,  a fottrarre b da  —a  fi  fcrive  — a—b\  c per 
fottrare  —b  da  —a  fi  fcrive 

Della  Moltiplicazione  delle  Quantità  /empiici  intere . 

7.  Le  quantità  femplici  fi  moltiplicano  con  lo  fcrive- 
re  l’una  unitamente  all’altra  fenza  alcun  fegno  frappolto, 
e c>ò  che  rifulta  chiamafi  il  prodotto,  ficcomc  chiamanti 
i moltiplicatori  le  quantità,  che  tra  loro  fi  moltiplicano. 
Ma  intorno  al  fegno  , che  devefi  prefiggere  ad  effì  pro- 
dotti, è regola  generale,  che  fe  le  quantità  moltiplican- 
ttfi  fono  ambe  pofitive,  o ambe  negative,  al  prodotto  fi 
prefigge  fempre  il  fegno  pofitivo;  fe  una  di  effe,  qualun- 
que fiafi,  è pofitiva,  l’altra  negativa  , al  prodotto  fi  pre- 
figge fempre  il  fegno  negativo.  La  ragione  di  ciò  è,  che 
la  moltiplicazione  altro  non  è,  che  una  proporzione  geo- 
metrica, il  di  cui  primo  termine  fia  l’unità;  il  fecondo,  e 
terzo  termine  le  due  quantità,  che  devonfi  moltiplicare  ; 
ed  il  quarto  il  prodotto , e per  tanto  polli  in  ferie  l’unità 
per  primo  termine,  l’uno  de’  moltiplicatori  per  fecondo, 
l’altro  moltiplicatore  per  terzo;  poiché  il  quarto,  per  la_. 
natura  della  proporzione  geometrica  , deve  effere  molti- 
pio  del  terzo,  come  il  fecondo  è moltiplo  del  primo;  fe_> 
il  fecondo,  e terzo  termine  fono  politivi , cioè  fe,  per 
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efempio,  è 1,  a ::  b,  al  quarto,  efiendo  l’unità,  cioè  il 
primo  pofitivo,  dovrà  pure  efiere  pofitivo  il  quarto.  Sia_. 
negativo  il  fecondo , e pofitivo  il  terzo , cioè  fia  1 , - a : : b , 
al  quarto;. dovendo  il  quarto  efiere  moltiplo  del  terzo, co- 
me il  fecondo  è moltiplo  del  primo , ed  efiendo  negativo 
il  fecondo , dovrà  pure  il  quarto  efiere  negativo . Sia  pofi- 
tivo il  fecondo,  negativo  il  terzo,  cioè  fia  1 , a : : —b,  al 
quarto;  dovendo  il  quarto  efiere  moltiplo  del  terzo,  come 
il  fecondo  è moltiplo  del  primo,  ed  efiendo  il  fecondo,  ed 
il  primo  pofitivi,  ed  il  terzo  negativo,  non  potrà  il  quar- 
to efiere  fe  non  negativo.  Sieno  finalmente  il  fecondo, 
cd  il  terzo  negativi,  cioè  fia  1 , — a ::  — b,  al  quarto  ; ef- 
fendo  il  fecondo  moltiplo  negativo  del  primo,  bifognerà 
che  il  quarto  fra  moltiplo  negativo  del  terzo;  ma  il  terzo 
, è negativo,  dunque  dovrà  il  quarto  efiere  pofitivo . Adun- 
que il  prodotto  di  a in  b farà  ab',  quello  di  a in  -b  farà 
— ab-,  di  - a in  b farà  pure  - ab  ; di  - a in  — b farà  ab\ 
di  a in  b in  c farà  abe',  di  a in  —b  in  c farà  — abe , perchè 
a in  — b darà  — ab , e — ab  in  c darà  — abe  ; ed  il  prodot- 
to di  — a in  — b in  c farà  abe . 

Se  le  quantità  da  moltiplicarli  averterò  dei  coefficien- 
ti numerici , fi  moltiplicano  elfi  coefficienti  con  la  folita_ 
regola  de’  numeri , ed  il  prodotto  fi  prefigge  al  prodotto 
delle  lettere;  onde  il  prodotto  di  6a  in  — Sbc  farà  — 4 Sabc; 
il  prodotto  di  la  in  — ib  in  — farà  1 labe,  e cosi  degl* 
altri  ec. 

8.  Ora  poiché  il  prodotto  di  a in  a è aa\  di  a in  a ina , 

o di 
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o di  aa  in  a è aaa;  di  a in  a in  a in  a,  o Ih  di  aha  in  a è 
ancia , e così  iucceffivamente;pcr  non  replicare  tante  volte 
la  mede-lima  lettera  fi  fuole  lcrivere  a 1 in  luogo  di  aa  , a}  ia 
luogo  di  aaa , a*  in  luogo  di  ajaa,  e così  degl’ altri  ; cioè 
fcrivcndo  fopra  la  lettera  tal  numero,  che  contenga  tante 
unità,  quante  volte  dovrebbe  efil-re  replicata  ella  lettera, 
e tale  numero  fi  chiama  l'elponente  ; fi  luole  ptrò  fcrive- 
re  indifferentemente  tanto  aa,  quanto  a 1 ; non  così  di  pro^ 
dotto  maggiore. 

9.  Comecché  il  prodotto  di  un  numero  moltiplicato 
in  fe  fftffò  fi  chiama  il  quadrato  di  quel  numero,  o fia  Ut 
feconda  patella , e fe  quello  prodotto  di  nuovo  fi  molti- 
plica nello  Hello  numero , il  nuovo  prodotto  fi  chiama-, 
il  cubo,  o la  terza  potellà  dello  fieffo  numero  , ed  il  pro- 
dotto del  cubo  nel  numero  fi  chiama  il  quadrato  quadra- 
to, o la  quarta  potellà  , e così  luccelfivamente  ; così  pure 
a moltiplicato  in  a , cioè  aa  fi  chiama  il  quadrato  di  a , o 
la  feconda  potellà  di  a , a’  il  cubo , o terza  potellà , a*  la 
quarta  ec.  Sarà  dunque  affai  diverto  2 a da  a1  , effendo  il 
primo  la  tomma  di  a con  a , cioè  a + a , ed  il  fecondo 
il  quadrato  di  a , e così  fi  dica  di  3 a ed  a>  , di  44  ed  a4  ec. 
Ma  poiché  il  prodotto  di  con  + , £ di  — con  — è fem- 
pre  pofitivo,  ne  viene,  che  tanto  il  quadrato  di  a,  quanto 
di  — a farà  fempre  aa  quantità  pofitiva;  all’oppollo  il  cubo 
di  a farà  bensì  polìtivo,  ma  farà  negativo,  cioè  — a'  il  cubo 
di  —a,  perchè  —a  in  —a  fa  aa,  ed  aa  in  —a  fa  —a’  . 
Così  fatà  pofitiva  la  quarta  potellà  tanto  di  a,  quanto  di 
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— a;  e generalmente  quando  I'efponente  della  poteftà,  a 
cui  fi  vuole  elevare  la  data  quantità,  fia  numero  pari,  olia 
pofitiva,  o fia  negativa  la  quantità,  ciò  che  rifulta  farà 
fempre  pofitivo  ; e quando  I’efponente  fia  difpari,  fe  la 
quantità  c pofitiva  , ciò  che  rifulta  farà  pofitivo,  e farà 
negativo  quando  la  quantità  fia  negativa  . 

Della  Divifione  delle  Quantità  /empiici  intere. 

io.  La  divifione  è un’operazione  oppolta  alla  molti- 
plicazione, e ciò,  che  quella  compone, quella  rifolve;  poi- 
ché ab  è il  prodotto  di  a in  b,  cosi  dividendo  ab  ptr  a fi 
avrà  b , e dividendo  per  b fi  avrà  a;  dividendo  ahc  per 
le  avraffi  a , c dividendo  per  a avralfi  bc  , e dividendo 
per  c avraffi  ab  ec.  La  quantità  da  dividerli  fi  chiama  il 
dividendo;  quella,  per  cui  fi  divide,  fi  chiama  il  divifore  ; 
e ciò,  che  rifulta  dalla  divifione , dicefi  il  quoziente.  Adun- 
que ogni  qualvolta  nel  dividendo  , e nel  divifore  vi  fono 
le  lìefie  quantità,  fi  tolgano  elle  in  quel  modo,  in  cui  fono 
nel  divifore,  dal  dividendo,  cancellandole;  e ciò,  che  ri- 
mane , farà  il  quoziente,  quindi  fe  fi  divida  aa  per  a,  il 
quozieùte  farà  fe  fi  divida  a ’ ptr  a , il  quoziente  farà aa\ 
fe  fi  divida  a1  b’  per  aa  bb , il  quoziente  farà  ab;  che  fe  in 
oltre  il  dividendo,  e divifore  avellerò  coefficienti  numeri- 
ci, fi  dividano  effi  con  la  regola  ordinaria  dell’aritmetica  , 
ed  il  quoziente  numerico  fi  prefigga  al  quoziente  letterale, 
e però  dividendo  ja  ’ b ' per  3 £ ’ , il  quoziente  farà  a 1 ; divi- 
dendo ^6aab‘  per  8 ab,  il  quoziente  farà  jabb;e  qui  notili, 

B che 
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che  qualora  la  quantità  da  dividerli  fu  la  ftetfa  del  divifore, 
come  farebbe  a dividere  b per  b , fa'  per  la'  cc.,  il  quo- 
ziente è l’unità;  e la  ragione  è chiara,  perchè  il  dividere  è 

11  ricercare  quante  volte  il  divifore  entri  ovvero  fu  nel 
dividendo  . 

ir.  Quando  poi  il  dividendo, e divifore  non  abbiano 
quantità  o lettera  comune  , per  cui  poda  farli  la  divifione 
nel  modo  fuddetto , conte  farebbe  a dividere  a per  b , a'  per 
bcy  Sciali  per  ree  ec.,  fi  fcrivono  cosi  a > a'  , ijjbb  ec. , 

b bc  ICC 

cioè  il  dividendo  al  di  Copra,  ed  il  divifore  al  di  Cotto  d'una 
lineetta,  e fi  intende,  che  a debba  lì  dividere  per  7>,  a'  per 
lece.,  e queiìe  chiamanfì  frazioni;  la  quantità  poi  fopra 
la  linetta  dicefi  il  Numeratore  , quella  di  fono  il  Deno- 
minatore. Che  fe  alcune  delle  lettere  del  divifore , ma  non 
tutte,  fodero  comuni  con  la  quantità  da  dividerfi  , fi  tol- 
gano le  comuni  dall’uno,  e dall’altra,  c del  rimanente  fe 
nc  formi  una  frazione;  cosi  dividendo  a ' bb  per  sabcc  , farà 
il  quoziente  a'b  ; dividendo  io  ab'  per  i^bcc,  farà  il  quo- 

ziente  2 abb  cc. 

3" 

12.  Ma  perchè  può  edere  pofitivo,  o negativo  ed  il 
dividendo,  ed  il  divifore,  è necedario  in  ciafcuna  combi- 
nazione de’  cafi  fidare  la  regola  per  lo  fegno  da  prefiggerli 
al  quoziente.  Quella  è la  llelTi  di  quella,  che  ferve  per  la 
moltiplicazione , vale  a dire , che  fe  il  dividendo  , ed  il  di- 
vifore averanno  ambi  il  medefimo  fegno  pofitivo , 0 nega- 
tivo. 
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tivo,  il  quoziente  farà  Tempre  pofuivo,  e fe  averanno  Pe- 
gni contrarj,  il  quoziente  farà  negativo.  La  dimodrazione 
dipende  da  quella  de’  legni  della  moltiplicazione  ; imper- 
ciocché ficcome  la  moltiplicazioue  è una  proporzione  , il 
di  cui  primo  termine  fia  l’unità;  il  fecondo,  ed  il  terzo  i 
due  moltiplicatori;  ed  il  quarto  il  prodotto  ; cosìladivilìone 
è la  flelTa  proporzione,  ma  inverfa,  il  di  cui  primo  termi- 
ne è il  dividendo;  il  fecondo  il  divifore;  il  terzo  il  quo- 
ziente; ed  il  quarto  l’unità  . Abbiafi  da  dividere  +zab  per 
+;  b , farà  dunque  la  proporzione  ± ab , ± b ::  *a , i (pon- 
go al  terzo  termine,  cioè  al  quoziente  il  legno  * , non  fa- 
pendofi  per  ora  fe  debba  edere  pofitivo,  o negativo);  ora 
confiderata  quella  proporzione,  come  quella  della  molti- 
plicazione, ma  inverfamentc  polla,  fi  fa  che  efiendo  pofi- 
tivo il  fecondo  termine  b,  non  potrà  edere  pofitivo  il  pri- 
mo ab , fe  non  fia pofitivo  il  terzo  a;  ed  elTendp  negativo  il 
fecondo  b , non  potrà  edere  negativo  il  primo  ab,  fe  non 
fia  pofitivo  il  terzo  a ; e peto  nella  divifione  quahdo  fieno 
politivi,  o negativi  i due  primi,  cioè  il  dividendo  , ed  il  di- 
vifore , bifognerà  che  fia  pofitivo  il  terzo,  cioè  il  quozien- 
te. IlleUamente  pure  non  può  nella  lidia  ferie,  o propor- 
zione edere  pofitivo  il  fecondo  b , e negativo  il  primo  ab  , 
o pure  negativo  il  fecondo  b , e pofitivo  il  primo  ab , fe 
non  fia  negativo  il  terzo  a ; adunque  nalla  divifione  eden- 
do  pofitivo  il  dividendo  , c negativo  il  divifore  , o pure 
all’oppolìo,  dovrà  necedariamente  edere  negativo  il  quo- 
ziente . 

B 2 
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13.  Per  quella  ragione  farà  dunque  lo  fletto  fcrivere, 
per  efempio , a,  come  — a , imperciocché  fe  a pofuivo 

^-b  ~~b 

devefi  dividere  per  b negativo,  dunque  il  quoziente  deve 
edere  negativo;  come  pure  è lo  fletto  fcrivere — a , ed  a . 

~b  T 

Della  Effrazione  delle  Radici  dalle  Quantità  / empiici  intere. 

14.  Come  evvi  nelle  poteflà  il  quadrato , il  cubo,  la 
quarta  poteflà,  la  quinta  ec.;  cosi  tra  le  radici  vi  è la  qua- 
drata, o fu  feconda,  la  cubica,  o Ha  terza,  la  quarta  , la 
quinta  ec.  La  denominazione  della  radice  fi  chiama  il  di 
lei  indice  , e però  l’ indice  della  radice  quadrata  , o ila  fe- 
conda è il  due;  della  cubica,  o fia  terza  il  tre;  della  quar- 
ta il  quarto  ec.,  e per  cavare  la  radice  da  una  data  quan- 
tità deveii  ritrovare  quell'altra  quantità,  la  quale  moltipli- 
cata in  fe  fletta  tante  volte  una  meno,  quante  fono  le  unità 
nell'indice  della  radice  , abbia  prodotta  la  quantità  propo- 
fla;  cosi  a farà  la  radice  quadrata  di  aa,  la  cubica  di  a', la 
quarta  di  <j\ec.  ; inettamente  la  radice  quadrata  di  aabb  fa- 
rà ab , di  1 Saabbcc  farà  la  radice  quadrata  qabe;  la  cubica-, 
di  27 a'x'  farà  3 ax,  e cosi  deli'altre. 

15.  E poiché  il  prodotto  del  meno  col  meno  è fetn- 
pre  pofitivo,  come  di  fopra  fi  è veduto,  quindi  è,  che  la 
radice  quadrata  di  aa  farà  tanto  <7,  quanto  — a , cioè  ; 
non  cosi  della  cubica,  la  quale  farà  pofitiva  fe  fia  pofitivo 
il  cubo,  e farà  negativa  fe  fu  quello  negativo,  poiché  il 

cubo 
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cubo  di  a farà  a' , c • — a'  quello  di  — a ; barisi  la  radice 
quarta  farà  e pofitiva,  e negativa;  e generalmente  parlan- 
do, la  radice  d’indice  pari  farà  Tempre  e pofitiva,  e nega- 
tiva; d’indice  difpari  farà  poltriva  fe  pofitiva  la  quantità 
propofla,  e negativa  fe  fia  quella  negativa.  E perchè,  per 
la  flefTa  natura  de’  fegni  nella  moltiplicazione,  neffuna,. 
quantità  pofitiva,  o negativa  può  mai  generare  poteflà ne- 
gativa d’efponente  pari;  cosi  è imponìbile  ritrovare  radice 
d'indice  pari  di  quantità  negativa  . Quelle  tali  radici  d’in- 
dice pari  di  quantità  negativa  fi  chiamano  imponìbili , o 
immaginarie;  farà  dunque  immaginaria  la  radice  quadrata 
di  — aa , la  quarta  di  — a ♦,  la  quadrata  , e fefìa  di  — a*' 
ec.;  e farà  vera,  e reale  la  radice  terza  di  — a' , la  quinta 
di  — a * ec. 

1 6.  Ma  il  più  delle  volte  la  propofla  quantità,  di  cui 
fi  vuole  la  radice,  non  farà  un  quadrato,  un  cubo,  o altra 
poteflà  nata  dalla  moltiplicazione  di  quantità  razionale  in 
fe  fteffa,  ma  farà  un  prodotto  d’altra  natura  , come  ab, 
abe  ec.;  in  quelli  cali  fi  fa  ufo  di  quello  fegno  v , che_. 

chiamafi  vincolo  radicale,  onde  j/  ab  , o femplicemente 
v ab  vorrà  dire  radice  quadrata  di  ab , y abe  vorrà  dire 

radice  cuba  di  abe,  e così  ^ radice  quarta,  ^ radice 
quinta  ec. , e quelle  tali  quantità  affette  dal  vincolo  radi- 
cale 11  chiamano  Irrazionali . 

' Della 
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Delia  Somma  delle  Quantità  compofle  intere  . 

17.  Dalla  fomma,  o fottrazione  delle  quantità  fem- 
plici  nalcono  le  compolle.  Per  fommare  quelle  pure  balla 
feriveele  una  dopo  l’altra  con  que*  legni,  che  anno  . Per 
fommare  adunque  a +■  bc on  c — d,  fi  feriva  ij-t-i-t-f  — d; 
per  fommare  2 aa  — .v.vcon  3rc+-  ayy , fi  faccia  zaa — xx  +■ 

3 cc  4-  2 yy  ; per  lommare  aa — xx  con  bb  +•  xx  + yy  ,fi  fac- 
cia aa  — xx -h- bb +- xx +•  yy  ; ma  qui  offervifi,  che — xx, 
c 4—  xx  fi  elidono,  e diflruggono,  adunque  cancellati  que- 
lli , la  fomma  farà  aa+-  bb +-yy  ; per  fommare  zaa  — 5 bb 
con  aa  4-  2 bb  4-  yy , fi  feriva  zaa  — 5 bb  -haa+-  2 bb  4-  yy  ; ma 
2.7.1  4- .il  fanno  3.1.1,  e — $bb  +-  2 bb  fanno  — 3 bb , adunque 
la  fomma  farà  3.7.7 — \bb  4-  yy  . 

Della  Sottrazione  delle  Quantità  compofle  intere  . 

« 

18.  Si  mutino  i fegni  alla  quantità,  che  fi  vuol  fot- 
trarre,  indi  con  i fegni  cosi  mutati  fi  feriva  prclTo  quella  , 
da  cui  fi  vuol  fare  la  fottrazione.  Per  fottrarre  c — d da_. 
«■ni  fi  feriva  .7  4- £ — c+-d,  e la  ragione  è chiara,  imper- 
ciocché fondendola  fola  quantità  c,  e fcrivendo  a 4 -b — c 
già  fi  avrebbe  fottratto  troppo,  perchè  deve  fi  fottrarre_» 
c — d,  cioè  la  fola  differenza  di  r,  edi  d,  eperòfi  avrebbe 
fottratio  più  del  dovere,  quanto  è la  quantiià  d , adunque 
per  avere  giuda  la  fottrazione  bil'ogncrà  aggiungere  effa_ 
quantità  d,  e fcrivere  a-hb  — cadilo  lidio  dicali  delle 

quan- 
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quantità  più  comporto  . Per  fotcrar.ro  a+-ib  da  34+-  2 b , 
li  feriva  $a +-  2 b — a — 3 b , e facondo  'a  riduzione  dei  ter- 
mini limili , poiché  3.3  — a è za , e 2 b — 3 è e — b , fari 
il  refiduo  2<j  — è ; per  fottrarre  aa  — zab  di  zaa — ab,  fi 
feriva  2 aa  — ab  — aa-t-zab,  cioè  aa+-ab  ; per  fottrarre 
? ab  — 2 he  +-  2 ed  da  y ab  — t\bc  4-  2 ed  , fi  feriva  $ab  — 
4 bc  +•  zcd — 3 ab-r-  zbc — 2 ed  , cioè  facendo  la  riduzione  , 
zab  — zbc  . 


Della  Moltiplicazione  delle  Quantità  cowpofle  intere. 


ip.  Intefa  la  regola  del  moltiplicare  le  quantità  in- 
complete , è faciliflìma  quella  delle  comporte . Si  feriva 
adunque  l’uno  de’  moltiplicatori  fotto  l’altro,  all’ufo  dell’ 
aritmetica  volgare,  indi  per  ciafcun  termine  dell’uno 
de’  moltiplicatori  fi  moltiplichino  tutti  i termini  dell’  altro 
con  la  data  regola  delle  quantità  femplici,  in  quello  , che 
riftilta , fi  faccia  al  folito  la  riduzione  de’  termini  fintili  , ed 
avrafli  il  prodotto.  Abbiafi  da  moltiplicare  a +-  b — c per  .v; 

<x  4-  b r ' C 

fi  feriva  £_  , fi  moltiplichi  per  *•  ciafcun  tertni- 

a.v  4-  bx  — ex 


ne  dell’altro  moltiplicatore  porto  al  difopra,  e farà  il  pro- 
dotto ax  +-  bx  — ex.  Abbiafi  da  moltiplicare  2j +- 3 b — c 


»+.ji  — c 

per  3*  — 2 y,  fi  feriva  1V 

Cax  +.  >jbx — jcx — j a;  — uty  +.  try 


per 


lo  termine  3*  fi  moltiplichino  tutti  i termini  della  quantità 
polla  al  di  l'opra,  indi  fi  faccia  lo  rtertb  per  lo  termine.# 
— zy  , e fe  altri  termini  vi  fortero  al  di  l'otto  fi  farebbe  Io 

fielTo; 
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fieflò , e farà  il  prodotto  6ax  +-  9bx  — $cx  — 4 ay  — 6by  4- 
2 cy.  Nè  importa,  che  l’operazione  fi  cominci  a delira,  o 
a finifira  rifpetto  all’uno  , ed  all'altro  de’  moltiplicatori , 
ficcome  nulla  importa,  che  di  efiì  piuttoflo  l’uno,  che 
l’altro  fi  feriva  fopra  o fotto  , e che  fi  ponga  il  tale  o tal* 
altro  termine  per  primo  . Abbiafi  da  moltiplicare  aa  4-  xx 

per  aa  — xx , adunque  fi  feriva  aa  4-  xx 

aa  — xx 

ed  il  prodotto  farà  a*  4-  aaxx — aaxx  — x * 
ma  aaxx  — aaxx  fi  elidono;  adunque  il  prodotto  farà 
a*  — x* . 

Nelle  moltiplicazioni  lunghe,  per  maggior  facilità  di 
ridurre  i termini  fimili,  torna  aliai  comodo  lo  fcrivere  elfi 
termini  fimili,  che  nella  moltiplicazione  fi  generano, uno 
fotto  l’altro  in  quefia  guifa 

fi  moltiplichi  43 1 4-  3 aab  — 2 abb  -i-  b • 
per  aa  — j ab-t-fibb 

4<j’4-3<j+£ — 2 a*bb-*-aab}  — $ab++6b’ 
— 20 a*b — i^a^bb-t-  ioaab' — 12 ab* 

4-  24 a1  bb  +■  iSaab  ' 

dove  prefio  fi  vede,  che  3 a'b — zoa'b  fanno- — 17 a*b‘r 
che  — 2 l'bb  — 1 la' bb+-  24.7 1 bb  fanno  7,7  ’ bb  ; che  aab  ' 4- 
\oaab*  +■  18 aab'  fanno  29, -.ab1  ; che  - — jjab* — izab*  fan- 
no — ìyab*  ; e però  il  prodotto  farà  finalmente  4*’  — 
17,7 4 b +•  7 a 1 bb  4-  2 paab  ' — 1 7 ab 4 4-  6b  ’ . 

20.  Alle  volte  è fuperfluo  il  fare  l’ attuai  moltiplica- 
zione nella  guifa,  che  fi  è detta,  ballando  fempliccmente 
!’  indicarla,  i!  che  fuolefarfi  per  mezzo  di  que-fiofegno  X, 

e col 
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è col  tirare  una  retta  fopra  ciafcuno  de’  moltiplicatori , la 
quale  fi  efienda  fopra  tutti  que’ termini,  che  entrano  nella 

moltiplicazione  ; cosi  00  +-  xx  X aa—xx  vorrà  dire  il  prodot- 
to di  00  +■  xx'maa — ma  nella  quantità  aa+-  xx'Kaa — xx 
±:  04  non  eflendo  il  termine  ± a*  lotto  la  retta  linea, non 
•.s’intende  egli  coraprefo  nella  moltiplicazione  di  modo, 
che  cosi  fcrivendo  vorrà  dire  il  prodotto  di  aa-t-xx  in— 
aa — xx , al  quale  prodotto  è in  oltre  aggiunto,  o fot- 
tratto a*  . 

'li.  In  quella  guifa , che  nelle  quantità  femplici  il 
prodotto  di  a in  a dicefi  il  quadrato  di  a , il  prodotto  di 
aa  in  a dicefi  il  cubo  di  a , il  prodotto  di  a * in  a la  quarta— 
poteftà  ec.  ; cosi  nelle  quantità  compofie  il  prodotto  , 

per  efempio,  di  0-1- 6 in  0 6,  o fin  a +-bX  a -^b  dicefi  il 

quadrato  di  a+-b,  il  quale  non  volendoli  formare  attual- 
mente colla  moltiplicazione  , fi  fcriverà  cosi  0 +-  b ; ifief- 
famente  0+6  X +-  b farà  il  cubo  , e fi  fcriverà  0 + b ; 
04-è  X a+-b%  0 pure  0 +-  b Xa-*-b  dicefi  la  quarta  pote- 
rà, e fi  fcrive  0 + b ; lo  fteflb  intendafi  delle  quantità  di 
più  termini . 

Per  formare  attualmente  quelle  potefià , devefi  mol- 
tiplicare in  fe  la  quantità , ed  il  prodotto  nella  ftefia  quan- 
tità fucctlfivamente  tante  volte  una  meno,  quante  unità 
contiene  il  numero  dell’efponente  di  elTa  potefià  , che  fi 
defidcra  . Ma  per  la  feconda  potefià , cioè  per  Io  quadra- 

C to. 
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to,  fi  può  abbreviare  l’operazione  così  : Se  la  quantità  è 
un  binomio,  cioè  di  due  termini,  come  a±.b\  fi  faccia  il 
quadrato  del  primo  termine , indi  fe  gli  ferivano  apprettò 
i due  rettangoli , cioè  due  volte  il  prodotto  del  primo  ter- 
mine nel  fecondo  con  quel  legno  , che  porta  la  regola-. 

della  moltiplicazione,  e finalmente  fi  aggiunga  il  quadra- 

- 1 

to  del  fecondo  termine  . Così  a +•  b farà  aa+-  2 ab  +-  bb  ; 

. 1 1 

a — b farà  aa  — lab  4-  bb  ; — a — b farà  aa  +-  2 ab  +-  bb . Se 
la  quantità  fotte  un  trinomio,  cioè  di  tre  termini,  fi  feri- 
vano in  oltre  i due  rettangoli  del  primo  termine  nel  ter- 
zo, e due  altri  rettangoli  del  fecondo  nel  terzo  (intenden- 
do, die  quelli  rettangoli  abbiano  que’  fegni,  che  porta  la 
moltiplicazione  ) e finalmente  il  quadrato  del  terzo  termi- 

l 

ne . Così  a +-  b — c farà  egli  aa  +-  2 ab+-  bb — 2 ac — tbc+-  cc . 
Se  la  quantità  farà  unquadrimonio,cioèdi  quattro  termini, 
fi  ferivano  in  oltre  due  volre  i rettangoli  de’  primi  tre  termini 
nel  quarto, con  di  più  il  quadrato  di  etto  quarto  termine  ec. 

22.  Ma  rifpetto  alle  quantità  binomie  può  fervire  il  fe- 
guente  Canone  generale  non  folo  per  elevarle  al  quadrato, 
ma  a qualunque  potellà  m,  intendendo  per  m un  qualunque 
numero. Siadunque  p 4-  q da  elevarli  alla  potellà  »«,  farà  etta 

m m — i m — i - - m j 

p +■  mp  q +•  mXm  — I p qq+-  f»Xw» — lX«i- ip  q * 

» • 1 “7“ 

• - - m •—  4 

f i»Xi» — t X m — 2 X t»  — 3 p q * cc. , e così  profe- 

r—  3 4 

guendo  con  la  fletta  legge . • Dt.b- 


1 
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Dcbbali  adunque  fare  il  quadrato  di  p+-q  , in  quello 
cafo  m farà  2,  e però  fortuito  nel  canone  in  luogo  della  m 
il  2 , farà  il  primo  termine^;  il  fecondo  2pt~~1qi  cioè 

2 pq  ; il  terzo  2 X 2 — 1 cioè  ??  ( non  eflendovi 

X • • ~ > 

confiderata  la  quantità  p , perchè  elevata  alla  poteflà  nulla 
fi  eguaglia  all’unità,  come  fi  dimollrerà  al  numero  50.  ) 

il  quarto  2X2  — iX  2 — 2 X /> 1 “ 5 ? 1 , ma  2 — 2 è lo 
* ? 

fletto  che  zero,  adunque  quello  termine  è moltiplicato 
per  zero , e cosi  pure  ciafcun  de*  futteguenti  ,**  onde  faran- 
no etti  ancora  zero , e però  il  canone  terminerà  col  terzo 
termine  , e farà  il  quadrato  ricercato  pp  +-  2pq +■  qq . 

Si  voglia  la  terza  poteflà  di  p +■  q ; farà  m — 3 , quindi 
farà  zero  il  quinto  termine  coi  futteguenti  , e la  ricer- 
cata poteflà  ( fatta  la  follituzione  di  3 in  luogo  di  vi  ) 
p > +.  3 ppq  +.  3 pqq  +.  q » . Se  la  quantità  da  elevarfi  farà 
p — q,  baflerà  porre  il  fegno  meno  a tutti  que’  termini , 
ne’  quali  la  q è a poteflà  difpari . 

Il  fuddetto  canone  ferve  non  folo  per  lo  binomio 
ma  per  qualunque  altro  ancora;  e però  fi  voglia  la 
terza  potè  llà  di  2 ax — xx : fifupponga  2,1  x—ptc — xx=qt 
farà  m — 3,  indi  nel  canone  in  luogo  di  p,  e delle  poteflà 
di  p fi  folhtuifca  2 ax,  e le  corrifpondenti  fue  potcllà  , Io 
fieflo  fi  faccia  di  — xx  in  luogo  di  q , e delle  fue  poteflà  , 
c fi  ponga  3 in  luogo  di  tn , e farà  — naax*  t~ 

€ax ' — x‘  . 
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Anzi  potrà  egli  fervire  per  qualunque  polinomio  , 
cioè  per  qualunque  quantità  compolla  di  più  termini , che 
di  due.  Sia  il  trinomio  a 4-  h — c da  elevarli  alla  terza  po- 
terà, farà  dunque  m — fi  ponga  a—p,  e b — c — qt  indi 
fui  rogato  <j,  e le  fue  poteflà  in  luogo  di  p , e delle  fue  po- 
terti , ficcome  in  luogo  di  q , e fue  poterti  foftituito 

b — c,  e fue  corrifpondenti  poterti,  farà  a’  +•  3 aaXb — c 

4-  $aXb — c +-  b — c , cioè  a'  4-  3 aab — 3 aac+-  ^abb — 6abc 
4-3  acc+-b'  — %bbc  +-  %bcc — e*  . 

DelltfDivifime  delle  Quantità  compofle  intere . 

23.  Tre  combinazioni , o fiano  tre  diverfi  cafi  pof- 
l'ono  darfi  intorno  alla  divifione  delle  quantità  complete  ; 

11  primo  quando  fia  completa  la  quantità  da  dividerli  , e 
femplice  il  divifore;  il  fecondo  quando  Ga  femplice  quel- 
la, e compoGo  quello;  il  terzo  quando  fiano  comporti  e_. 
l’una,  e l’altro.  Quanto  ai  primi  due  cafi  bada  far  ufo  del- 
la regola  delle  quantità  femplici . Nel  primo  cafo  fi  divida 
ciafcun  termine  della  quantità  propofta  per  lo  divifore  , c 
nafceranno  intieri  ,orotti,o  in  parte  intieri,  ed  inparte  rot- 
ti, come  porterà  la  natura  della  divifione  nelle  quantità  fcra- 
plici . Cosi  dividendo  aa-t-ab — ac  per  «,avralfi  a -t-b  — c ; 
dividendo  4 ab  — 6bc  xx  per  ib , avrafli  za  — 3C  4-  xx  ; 

li 

dividendo  <\ab— cc+  3 xx  per  3r,  avrafiì  406— cc-h  3**, 

o fia  4ab  — c 4-  xx  . Nel  fecondo  cafo  fi  feriva  il  divifore 
k t c 

fotto 
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fotto  al  dividendo,  all’ufo  delle  frazioni,  e fe  in  ciafcun 
termine  del  numeratore  , e del  denominatore  vi  farà 
qualche  quantità  comune  , fi  cancelli  quella;  e ciò,  che 
rimane , farà  Tempre  una  frazione  . Dividendo  però  %a'b 
per  aa  — ax  +-  ab , farà  il  quoziente  3 a lb  . Dividendo  6a * 

o-x+.  b 

per  2 aa  — lax  +■  2xx  , farà  il  quoziente  30* 

aa  — ax  +.  xx 

24.  Nel  terzo  cafo  fa  d’uopo  in  primo  luogo  ordina- 
re il  dividendo,  ed  il  divilore  relativamente  ad  una  qual- 
che lettera,  che  fi  crederà  più  a propofito  , il  che  fi  fa_. 
fcrivendo  per  primo  termine  e nel  dividendo,  e nel  divi- 
fore  quello , in  cui  quella  lettera  fi  trova  alla  maggior  di- 
menfione  o potellà,  per  fecondo  termine  quello,  in  cui 
quella  ftelfa  lettera  è alla  potellà  più  prolfima  ; c cosi  fuc- 
cellìvamente  fino  a que’  termini,  che  affatto  non  conten- 
gano effa  lettera,  i quali  faranno  gli  ultimi.  Cosi  farebbe 
ordinata  relativamente  alla  lettera  a la  quantità  a ' +■  iaac — 
aab  — $abc+-  bbc  , ed  il  divifore  a — b . Che  fe  fi  voleffe 
ordinare  relativamente  alla  lettera  b , fi  Priverebbe  la_. 
quantità  cosi:  bbc  — 3 abe — aab  +-  a'  +-  2 aac , ed  il  divifore 
cos't  : — b +-a  . 

l 

Ciò  pollo,  la  divifione  fi  fa  in  quella  maniera:  Si  di- 
vide il  primo  termine  del  dividendo  per  lo  primo  termi- 
ne del  divifore,  ed  il  quoziente  fi  fcrive  a parte;  per  que- 
llo quoziente  fi  moltiplica  tutto  il  divifore,  ed  il  prodotto 
fi  fottrae  dal  dividendo  ; fatta  la  fottrazione  , e ridotti  i 

ter- 
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termini , di  nuovo  fi  divide  nella  della  maniera  per  lo 
primo  termine  del  divifore  il  primo  termine  di  ciò,  che  è 
ritnado  nel  dividendo  , cioè  del  primo  redo , e quello 
quoziente  fi  fcrive  predo  l’altro  con  quel  legno,  che  deve 
avere  ; indi  per  quello  fecondo  quoziente  fi  moltiplica 
tutto  il  divifore  , ed  il  prodotto  fi  fottrae  dal  dividendo  , 
cioè  dal  primo  rello  , ed  in  quella  guifa  operando  fi  ripe- 
te il  calcolo  fino  a tanto  , che  dalla  fottrazione  nulla  ri- 
manga, e la  fomma  di  tutti  i quozienti  parziali  farà  il  quo- 
ziente totale  nato  dalla  divifione  . 

Sia  da  dividerli  a'  4-  2 a.jc — aab — ^abe  4-  bbcpcTa — 

Si  feriva  la  quantità  da  dividerli  in  (A)t  il  divifore  in  (B); 
divifo  a 1 per  a,  il  quoziente  farà  aa,  che  fi  feriva  in  (D), 
indi  fatto  il  prodotto  del  quoziente  nel  divifore,  e fottrat- 
to dal  dividendo,  rimarrà  il  primo  rello  (M)  , Si  divida-, 
il  primo  termine  laac  quello  refiduo  (Af)  per  lo  dello 
primo  termine  a del  divifore  , c feriva!]  il  quoziente  iae 
prefio  l’altro  in  (D),  fi  fottragga  dal  primo  rello  ( M)  il 
prodotto  di  2ac  nel  divifore  (fi),  ed  averalfi  il  fecondo  re- 
do (N) . Si  divida  il  primo  termine  — abe  di  quello  fe- 
condo redo  per  Io  fltlTo  termine  a del  divifore  , ed  il  quo- 
ziente — bc  fi  feriva  in  (D)  vicino  agl’ altri, dal  fecondo 
redo  ( N)  fottraggafi  il  prodotto  di  — bc  nel  divifore , e_, 
nulla  rimane;  adunque  il  quoziente  farà  aa+iac — bc 
( A ) a'  +■  *aac  — aab — $abc+-bbc  (E)  a — b 

(N)  ■ -Ac+bbc 

Sia 
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Sia  da  dividerli  a * — ^aab-t-^abb — b'  per  a — b.  Si  feriva 
il  dividendo  in  (A),  il  divifore  in  (B),  dividali  il  primo 
termine  a ’ per  a , ed  il  quoziente  aa  li  feriva  in  ( D ) , 
indi  fatto  il  prodotto  del  quoziente  nel  divifore,  e fottrat- 
to dal  dividendo,  rimarrà  il  primo  retto  ( Af)  ; fi  divida... 
il  primo  termine  di  quello  retto  ( Af)  , cioè  — zaab  per  Io 
tteflo  primo  termine  a del  divifore,  e fcrivafi  il  quoziente 
— 2 ab  pretto  l’altro  in  (D),  fottraggafi  dal  primo  retto 
( Af)  il  prodotto  di  — lab  nel  divifore,  e fi  avrà  il  fecon- 
do retto  (N) , fi  divida  il  primo  termine  abb  di  quello  fe- 
condo retto  per  lo  tteffò  primo  termine  a del  divifore, 
ed  il  quoz:ente  bb  fi  feriva  in  ( D)  accanto  degl’ altri,  fot- 
traggafi indi  dal  fecondo  retto  (IV)  il  prodotto  di  bb  nel 
divifore  (B),  e nulla  rimane;  adunque  il  quoziente  totale 
fatàtfj  — 2 ab  -t-bb 


(A)  a ’ — ì<jab+-$abb  — b 1 
(Af)  — 2aab+~$abb — b% 
(Af)  abb  — b ' 


(B)  a—  b 
( D ) aa  — 2 ab  +-  bb 


Altro  Efempio 


Dividendo  2aa+-  J ab  +-  ibb — ac — 2 bc , Divifore  a+-  ib 
Primoretto  ab+-  ibb — ac — ibe , Quoziente  i j+-b  — c 

Secondo  retto  — ac — 2 bc 

Altro  Efempio 

Divid.  — 4d<f‘  — e*,  Divifore  %dd — ce 

Primo  retto  1 id  ' e+-  3 ddee — 4 de  ’ — e' , Quoz.  ^dd+^de+ee 
Secondo  retto  3 ddee  — e* 


Altro 


li  I NST1TUZ  IONI 

Altro  Efempio 

Dividendo  4 aa  + 4.7 b — 2 ac  *-bb  — cc  Divifore  za  +•  b 
Primo  rdlo  zab — 2ac-*-bb  — cc 
Secondo  redo  . — 2 ac — cc  Quoziente  za*-b  — c 

Terzo  redo  bc — cc 

Ma  qui  oflervifi  , che  l’ultimo  redo  bc — cc  non  è 
divifibile  per  za  , ed  in  confeguenza  non  può  andare 
avanti  l’operazione,  rimanendo  la  frazione  bc — cc,  e que- 

x « +-  A 

do  vuol  dire,  che  la  propoda  quantità  non  è interamente 
divifibile  per  za+-  bt  ma  folo  in  parte,  e però  farà  il  quo- 
ziente in  parte  intero,  ed  in  parte  rotto,  cioè  2 a +-  b — c 
4-  bc — cc, o pure  tutto  rotto,  fcrivendo  ^aaJt-arab-  ?ac-h  bb-cc . 

la  +-  b la  4.  A 

Dell' EJì razione  delle  Radici  dalle  Quantità  compofte  intere. 

25.  Come  nelle  quantità  femplici , cosi  nelle  compo- 
ne la  radice  quadrata  di  una  qualunque  quantità  è quella, 
che  moltiplicata  in  fe  della  a prodotta  la  quantità  data;  la 
cubica  quella,  che  moltiplicata  in  fe  due  volte,  la  quar- 
ta tre  cc. 

La  maniera  di  cavare  la  radice  quadrata  nelle  quan- 
tità complefle  è la  feguente,  intendendo  però,  che  prima 
fieno  ordinati  i termini  relativamente  ad  una  lettera  fe- 
condo, che  è dato  detto  al  numero  24. 

Sia  la  quantità  aa  +-  2 ab  bb , di  cui  fi  vuole  la  radice 
quadrata,  che  fi  feriva  in  (-4)  ; fi  cavi  la  radice  quadrata 

dal 


i 
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dal  primo  termine  aa,  e farà  erta  a,  la  quale  fi  feriva  in 
(B),  fi  fottragga  dalla  quantità  propofia  (J)  il  quadrato 
di  efTa,  cioè  aa , ed  il  relìduo  fi  feriva  in  (D),  indi  fi 
raddoppi  la  quantità  a fcritta  in  (B),  e fi  feriva  in  ( Af)  , 
e farà  efia  2 a\  per  2 a fi  divida  il  primo  termine  di  (D)  , 
ed  il  quoziente  b fi  feriva  in  (B),  indi  fi  moltiplichi  il  di- 
vifore  2 a nel  quoziente  b,  e fi  fottragga  il  prodotto  dalla 
quantità  (D),  e di  più  da  efia  fi  fottragga  il  quadrato  di 
b , e perchè  nulla  rimane,  farà  a +-  b la  radice  cercata 

( A ) aa  +■  2 ab  + bb  (B)a-*-A 

(D)  2 ab+bb  (Af)  20 

Sia  la  quantità  a*  b+-  ^adbb—  nab'  +•  4&4 . Si 
feriva  in  (A),  e fi  eftragga  la  radice  quadrata  dal  pr'mo 
termine,  che  e aat  e fi  feriva  in  (B),  il  quadrato  di  aa 
fottraggafi  dalla  quantità  ( A) , e rimane  la  quantità  ( D ) , 
fi  raddoppj  aate  fi  feriva  in  ( Af),  e per  elio  raddoppiato, 
cioè  per  2 aay  dividafi  il  primo  termine  del  primo  reflo 
(D),  ed  il  quoziente  3 ab  fi  feriva  in  (B),  indi  fottratto  il 
prodotto  di  3 ab  nel  divifore  2 aa  con  di  più  il  quadrato  di 
efib  34 b dal  primo  reflo  (D),  rimarrà  il  fecondo  refio 
(H)  . Si  raddoppj  tutta  la  quantità  (B),  e fi  feriva  in_. 

(G)  , per  lo  primo  termine  di  efia  fi  divida  il  primo  ter- 
mine di  (H),  ed  il  quoziente  — ìbb  fi  feriva  in  (B) , e_. 
perchè  fottratto  il  prodotto  del  quoziente  nel  divifore  (G) 
con  di  più  il  quadrato  dello  fiefiò  quoziente  dalla  quantità 

(H) ,  nulla  rimane  , farà  la  quantità  fcritta  in  (B), 

D cioè 


A 
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cioè  aa +■  3 ab — zbb  la  radice,  che  fi  cerca. 

(A)  a*+  6a'b  + ìaabb—  izab'  + ^b*  (B)  aa+  $ab  — lbb 

( D ) 6a'b+-  $aabb—  \zab'+  4M  ( M)  ìaa 

(H)  -qaM—izab'-t-qb*  (G)zaa+6ab 

Ecco  l’Operazione  per  altri  Efempj. 

Sia  y*+-  4ay  1 — 8a'y+.  ^a*  Rad.  yy  +■  zay  — zaa 

Primo  refio  qay'  _ 8<j’^+-4.7+  zyy 

Secondo  refio  _ qaa\y—  Sa'y  + qa*  zyy  + qay 

Sarà  adunque  la  radice  quadrata  yy+iay—  zaa 
Sia  la  quantità 

1 6 a * - zqaaxx  - 1 6aabb+ 1 ibbxx+px  4 Rad.  ^aa-^xx—  zbb 

I.  refio- Z4aaxx-i6aabb+ 1 zbbxx+yx*  8 aa 

II.  refio  — \6aabb  +\zbbxx  8aa  — 6xx 

III.  refto  — 4 b* 

Con  quefia  operazione  fi  arriva  in  fine  all’ultimo  refio 
— 4 b*t  il  quale  non  è divifibile  in  alcun  modo  per  8 aa  , 
come  efigge  il  metodo,  che  in  quello  cafo  non  à luogo  . 
Ciò  vuol  dire,  che  dalla  quantità  propofia  non  fi  può  at- 
tualmente efiraere  la  radice  quadrata , e però  conviene., 
fervirfi  del  fegno  radicale,  come  di  {opra  al  numero  16. \ 
lo  fteflò  facciali  in  fimili  cafi  per  altre  radici  cube,  quar- 
te ec. , e cosi  ^aa  +■  bb  vorrà  dire  la  radice  quadrata  di 

aa+bb\  f^aab  — abb  vorrà  dire  la  radice  cuba  di 
a ab  — abb  ec. 

2 6.  Rifpetto  alle  radici  cube.  Sia  da  efiraerfi  la  ra- 
dice cuba  dalla  quantità  a ’ +-  3 aabé  +-  3 abb  -t-  b 5 , che  fi 

feri- 
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feriva  in  ( A ).  Si  cavi  la  radice  cuba  dal  primo  termino 
a * della  quantità  propofta,  e fi  feriva  in  (B),  fi  lottragga 
il  cubo  di  quella,  cioè  a’,  dalla  quantità  ( A ),  ed  il  refi- 
duo  fi  feriva  in  (D),  fi  faccia  indi  il  triplo  del  quadrato 
di  a , cioè  3 aa,  e fi  feriva  in  ( M),  per  efTo  fi  divida  il 
primo  termine  del  refiduo  (D)  , ed  il  quoziente  b fi 
feriva  in  (B),  per  efio  fi  moltiplichi  il  divifore  3 aa , ed  il 
prodotto  con  di  più  il  triplo  del  quadrato  di  b nella  quan- 
tità <3,  ed  il  cubo  di  b fi  fottragga  dal  refiduo  (D)  ; 0 
perchè  nulla  rimane,  farà  a + b la  radice , che  fi  cercava . 

( A')  a'  +■  $aab-h  $abb-h  b'  (B)  a + b 

(D)  ^aab  4-  %abb  +■  bl  ( M ) 3 aa 

Debbafi  elìraere  la  radice  cuba  dalla  quantità 
Z 6 +-  6bz  * — 4 oh  ’ z ’ +■  p6b  ' z — 64 b * . 

Si  cavi  la  radice  dal  primo  termine  zs , che  farà  zz , 
e fi  feriva  in  ( R ) , fottraggafi  il  cubo  di  ( B ) dalla  propo- 
rla quantità  (^),  ed  il  refiduo  fi  feriva  in  ( D),  fi  faccia 
il  triplo  del  quadrato  di  (B),  e fi  feriva  in  (M),  indi  per 
efio  fi  divida  il  primo  termine  della  quantità  ( O) , ed  il 
quoziente  zbz  fi  feriva  in  (B),  fottrrggafi  pofeia  il  pro- 
dotto di  zbz  nella  quantità  ( M),  e di  più  il  triplo  del  qua- 
drato di  zbz  moltiplicato  in  zz  con  il  cubo  di  zbz  dal  refi- 
duo  (D),  e fcrivafi  il  refiduo  in  (Hi,  facciafi  il  triplo  del 
quadrato  di  ( B) , che  fcrivafi  in  (G),  e per  lo  primo  ter- 
mine di  efio  fi  divida  il  primo  termine  della  quantità 
(H),  ed  il  quoziente  —4 bb  fi  feriva  in  (B),  fi  moltipli- 

D 2 chi 
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chi  quello  quoziente  nella  quantità  (G),  ed  il  prodotto 
con  di  più  il  triplo  del  quadrato  di  — 4 bb  in  zz  +■  ibz , ed 
il  cubo  di  _4 bb  fottraggafi  dalla  quantità  (H),  e nulla-, 
rimane  ; onde  farà  la  radice  cuba  della  quantità  propoli* 
tutta  la  quantità  (B),  cioè  zz  -t-  ibz  — qbb, 

« , ,,  , « Radice  cuba  . 

\Si)  z 4-  6bz  — 40^  6+b  \&)  zz+  ibz  — +bb 

( D)  I.  redo  6tz  — 40Ì  i + g6t z-'  64i  C'V)  jz 

(H)II.  redo  —itttz — 484*4- jtfiz — (S4A  (G)  jz  4.  ntz  •+izlbzs 


Nello  ftefifo  modo  lì  farà  intorno  alla  quantità 

* s 4 » » 4 1 * Radice  cuba 

(•'O  *7>—  S*'y  •+>44<‘Of  — —itcy  -+<J4c  (R  ) !Xy  — ■+•»« 
(D)I.  reflo  — J4<y5-H44«y  — ijicy  -t-ipicyy  --pCcy  -+«4c(M)  17/ 

(H)  II,  reno  io8«y  — t4<c>  rf  — }Ccy  +64 e (G)  177— jtffjf+urty 

27.  Per  le  radici  quarte . Sia  propolla  la  quantità 
<*4+  4 a'b+-6aobb+-  ^ab'+-  b*t  di  cui  fi  vogliala  radice», 
quarta.  Si  feriva  in  (A) , e fi  cavi  la  radice  quarta  dal 
primo  termine,  che  farà  a,  e fi  feriva  in  ( B) , fottraggafi 
la  quarta  potefià  di  (B)  dalla  quantità  (A) , ed  il  reliduo 
fi  feriva  in  (D)  , indi  facciafi  il  quadruplo  del  cubo  di  <7, 
e fi  feriva  in  (Af),  per  efib  fi  divida  il  primo  termine», 
della  quantità  (D),  ed  il  quoziente  b fi  feriva  in  (B), 
dalla  quantità (D)  fi  fottragga  il  prodotto  del  quoziente  b 
nel  divifore  43»,  e di  più  il  fefiuplo  del  quadrato  di  b nel 
quadrato  di  « , ed  il  prodotto  del  quadruplo  del  cubo  di  b 
«ella  quantità  a,  e finalmente  il  quadrato -quadrato  o bu 

quarta 
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quarta  poteflà  di  b;  e perchè  nulla  rimane,  farà  a +•&  la-, 
radice  cercata 

( A ) 4-  43’^  +.  6aàbb  +-  4<7&’  + & + (B)  a+-  b 

(D)  43  * b +-  6aabb  +•  qab  ' 4-  b 4 

28.  Rifpetto  alla  radice  quinta  . Per  vedere  in  quale 
maniera  crefcano  le  operazioni  da  farli,  balla  formare  la 
quinta  poteflà  del  binomio,  per  efempio  a +-  b,  la  quale.» 
ci  darà  regola,  ftccome  la  feconda,  terza,  e quarta  pote- 
flà dello  fleflo  binomio  ci  à data  regola  per  le  radici  qua- 
drata, cuba,  e quarta.  Similmente  fi  difcorra  delle  radi- 
ci fella,  fettima  ec. 

Del  Calcolo  delle  Frazioni  /empiici,  e compofte  . 

29.  Dalla  divifione  delle  quantità  s’è  veduto  cornea 
nafcono  le  frazioni , o fiano  i rotti . Una  frazione  adun- 
que indica  una  divifione  da  farfi  del  numeratore  per  lo 
denominatore,  onde  ne  viene,  che  fe  il  numeratore  farà 

10  fleflo  del  denominatore , comejj^  o pure  aa  — bb , ed 

a a a — bb 

altre  fimili,  tali  frazioni  niente  altro  vorranno  fignifìcare, 
che  l’unità,  perchè  di  fatto  dividendo  a per  a,aa  — bb  per 
aa  — AA,  il  quoziente  è l’unità . E perchè  la  moltiplicazione  è 
un’  operazione  contraria  alla  divifione,  è chiaro , che  un  qua- 
lunque intero  fi  può  ridurre  ad  eflere  una  frazione  di  qual- 
fivoglia  denominatore,  fe  per  la  quantità,  che  deve  eflere 

11  denominatore,  fi  moltiplicherà,  e fi  dividerà  l’ intero; 

così 


/ 
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cosi  per  ridurre  l’intiero  a ad  una  frazione  del  denomi- 
natore b fi  l’criverà  ab;  per  ridurre  a — b ad  una  frazione-* 
“ 

del  denominatore  d fi  fcrivcrà  ad  — bd;  per  ridurre  a-h  b 

d 

ad  una  frazione  del  denominatore  c—d  li  fcrivera 
a+-  bXc—  d , cioè  ac  +bc  — ad  — bd  . 

. c —d  c — d 

Della  Riduzione  delle  Frazioni  all’  efprejjtone  più  femplice . 

30.  Quando  le  frazioni  anno  in  ciafcun  termine  del 
numeratore,  e del  denominatore  la  ItelTa,  o le  ftefle  let- 
tere balla  cancellare  nell’uno,  e nell’altro  le  lettere  co- 
muni, avendo  riguardo  alle  potellà  loro  , come  dilli  nella 
divifione  al  numero  io.;  cosi  a^bb  farà  aabb;  ab ' farà 

a C c aie 

bb  ; a’b—x'b  faxa  a’—.x* . Ma  quando  anche  nel  nu- 

C ab  — b b a — • b 

meratore,  e denominatore  non  vi  fiano  le  flelTe  lettere-., 
purché  l’uno , e l’altro  fieno  moltiplicati  per  la  ftelfa  quan- 
tità, faranno  anco  per  efla  divifibili , ed  in  confeguenza-. 
fi  potrà  ridurre  la  frazione.  Adunque  aac  — aad , che  è 

~cd—dd 

appunto  aaXc-d , ridotta  farà  aa;  aa  +-  iab\  o fia_* 
dXe~d  d ••i+*atb 

aa +- labXaa  + lab  , farà  ridotta  aa  + lab  ; aac  — aad 

ca+-  takXi  b cd—dd 

— bbc -b  bbd  ofu  aa  —bbXc  — d ridotta  farà  aa—bb  ; 

—r- 

aac 
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aac  — aad  — acd  +-  add 

ed  — dd 

a±-.?L  ec. 

d 


o fia  aa-.adX  c—d,  ridotta  fari 
dXc—  d 


Generalmente  adunque  ogni  qual  volta  la  frazione  è 
tale,  che  il  numeratore,  e denominatore  fieno  ambi  di- 
vifibili  per  una  (letta  quantità  ( che  in  quelli  cafi  fi  chia- 
ma il  loro  comun  divifore  ) facendo  attualmente  le  divi- 
fioni , i due  Quozienti  daranno  la  frazione  ridotta  ; ma_. 
avvertafi,  che  fe  il  comune  divifore  non  è il  maffimo  , la 
frazione  farà  bensì  ridotta,  ma  non  alla  più  femplice  ef- 

preflìone ; cosi  la  frazione  a'  — abb , clic  è aXa-+bXa—b 

a x c x - 

può  ettèredivifa  nel  numeratore,  e nel  denominatore  per  a, 
per  a +-  b , e per  aa  + ab",  il  maflimo  di  quelli  divifori 
èaa-h  ab;  adunque  perchè  fia  ridotta  alla  minima,  bifognerà 
dividerla  per  aa  +•  ab,  c farà  il  quoziente  a — b.  Ma  il  più  delle 


volte  è affai  difficile  il  riconofcere  fe  vi  fia , e quale  fia_. 
quello  comun  divifore,  e però  fe  ne  darà  la  regola  più 
abbalTo  al  numero  3 6.  per  ora  ommettendolo  a fine  di 
non  confondere  troppo  la  Gioventù  non  ancora  avvezza  , 
e patterò  all' altre  operazioni  fervendomi  di  frazioni  ridot- 
te all’ efpreffione  più  femplice  . 


Del 
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Del  Ridurre  le  Frazioni  al  comun  Denominatore . 

31.  Se  le  frazioni  fono  due  : Si  moltiplichi  il  nume- 
ratore della  prima  nel  denominatore  della  feconda,  in- 
di il  numeratore  della  feconda  nel  denominatore  della-, 
prima,  e ciafcun  prodotto  fi  divida  per  lo  prodotto  de* 
due  denominatori  ; cosi  a 4-  x farà  ay  + xb\  a * — ìxx 

T y hy  yy  \b 

farà  3 a3b—  zxxyy\  aa—xx  —aa  farà  aam-mxx-aam  -aan, 

j byy  m +-  « * m m m +•  m n 

cioè  —mxx  — aan.  Ma  devefi  avvertire,  che  alle  volte 

mm-h  m n 

i due  denominatori  delle  frazioni  pottòno  avere  un  mafli- 
mo  comun  divifore  , nel  qual  cafo  è fuperflua  la  moltipli- 
cazione de’  numeratori  in  etto  mattimo  comun  divifore  , 
e di  etti  comuni  divifori  fra  loro  per  formare  un  nuovo 
denominatore  , perchè  dovrebbefi  poi,  ciò  non  ottante  , 
ridurre  la  frazione  alla  più  femplice  efpreflione  ; quindi 
debbonli  moltiplicare  i fuddetti  numeratori  non  per  i de- 
nominatori, ma  per  i quozienti , che  rifultano  dal  divide- 
re etti  denominatori  per  lo  comune  loro  divifore  ; ed  il 
denominatore  farà  il  prodotto  di  etti  quozienti,  e del  det- 
to comun  divifore  . Per  efempio  fi  a a3  +~abb , riduccndo 

mn  m x 

al  folito  al  comun  denominatore,  farebbe  a3mx  + abbmn  , 

mm  hx 

cioè  a3x+-abbn ; adunque  era  fuperfluo  moltiplicare  i nu- 
la hx 

merà- 
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mèratori  per  m comun  divifore  de’  denominatori , ficco- 
me  era  fuperfluo  moltiplicare  i denominatori  fra  loro,  e 
ballava  moltiplicare  a ' in  x , ed  abb  in  n per  formare  L 
numeratori,  e moltiplicare  m in  « in  x per  formare  il  co- 
mune denominatore . Cosi  per  ridurre  al  comune  deno- 
minatore a ’ — b * — aa  baderà  moltiplicare  — aa  in  a +-  b , 
T^V  . a+b 

e farà  a'  — b'  _al  aab , cioè  — b'  — alb.  Similmente  per 

4 +■  b * a +■  b 

ridurre  al  comun  denominatore  b * +-  a ' + b'  , poiché 

aac-tai  ci— dd 

c~d  è comun  divifore  di  ambi  i denominatori,  baderà 
moltiplicare  b 4 per  i,  ed  a'  +-b*  per  aa  rifpetto  a’  nume- 
ratori, e moltiplicare  aa  in  d in  c—d  rifpetto  al  denomi- 
natore, c però  farà  b*d  +■  a'  +-aab' . 

aacd  ~ aadd 

Se  le  frazioni  da  ridurfi  al  comun  denominatore  fof- 
fero  tre:  Si  riducano  le  prime  due,  indi  fi  riduca  la  riful- 
tante  da  quelle  colla  terza  ; e cosi  fucceflìvamente  fe  fof- 
fero  più.  Per  ridurre  al  comun  denominatore  a 4- c —mt 

b d " 

fi  riducano  le  prime  due,  e fi  avrà  ad+-bc\  e ridotta_ 

bd 

quella  con  la  terza  farà  adn  + ben  — bim  . Che  fe  iiu> 

• bdn 

oltre  vi  fodero  degli  intieri  ; poiché  qualunque  intiero 
fi  può  confiderai  , come  una  frazione  , che  abbia^. 
l’unità  per  denominatore,  fi  procederà  nello  Hello  mo- 

E do  ; 
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do  ; cosi  2 aa +•  3 4 — iy 4 , cioè  2<j.j  +■  3*4  — ay 4 fari 

jm»  eax  t i.v*  — 2a* 

6iaxx  — ìóg'x  +.  3 a:4—  2y4 . 

j*x—  8«x 

Somma , f Sottrazione  delle  Frazioni . 

32.  Le  frazioni  fi  fommano  con  Io  fcriverle  una— 
predò  dell'altra  con  que’  fegni,  che  inno;  ed  all’oppo- 
fìo  nella  fottrazione  fi  mutano  i fegni  a quelle , che— 
dtbbonfi  fottrarre;  e lo  flelTo  facciafi  fe  con  le  frazioni 
vi  fodero  degl'intieri.  Per  fommare  aa  con  bb,  fi  feriva 

c c 

aa  + bb ; per  fommare  aa  con  xx  — y , fi  feriva  aa+  xx—y> 

c c m c m 

che  ridotta  poi,  fe  fi  vuole,  al  comun  denominatore  è 
aam  4-  ex x — cmy  ; per  fommare  aab*  con  aabb, 

cm  a*  — mabb  4.  A 4 ia~bb 

il  feriva  aab 4 +•  aabb , che  fe  in  oltre  fi  voglia  ri- 

a*  —iaabb+.  b*  aa —.bb 

durre  al  comun  denominatore,  fi  odervi,  che  il  denomi- 
natore della  prima  è il  quadrato  di  aa  — bb  ; adunque  i 
denominatori  anno  il  madimo  comun  divifore  aa  — bb ; 
e per  edo  divifi,  i quozienti  fono  aa  — bb  del  primo,  e— 
l’unità  del  fecondo , e però  baderà  moltiplicare  il  nume- 
ratore della  feconda  frazione  per  aa  — bb , e dividere  il 
tutto  per  a*~iaabb-^b*  , e farà  aab*  +.  g*bb  — aab*  , 

«4  — lasbb  +-  b* 

cioè 
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cioè  a'bb  . Per  fottrarre  bb  da  aa  fi  feriva  aa  -Jbb . 

a*-iaahb+b*  c c c 

Per  fottrarre  a—xx  da  yy  fi  feriva  yy  —a  +xx , e ridu- 

m tn  — n m — « m 

cendo  , fe  fi  vuole  , al  cornuti  denominatore  myy  — amn 

mm  — mn 

+-  amn  + mxx  — nxx . Per  fottrarre  b 4 da  a' + b' 

tiitn  _ 1 i,h  4 tac — ^aad  »cd  — idi 

fi  feriva  a*  + b*  — b+  ,e  volendo  ridurre  al  comune 

1 cd  — tdd  yxac  — 

denominatore  fi  moltiplicherà  a' b ' per  233,  e —b* 
per  d,  ed  il  tutto  fi  dividerà  per  ^aacd  — qaadd,  e farà 

23*  +-  233&1  _&+d 
4*wc<f  — 4 aadd 


Della  Moltiplicazione  delle  Frazioni . 

33.  Si  moltiplicano  i numeratori  fra  loro,  e Io  ftef- 
fo  fi  fa  de’  denominatori , e la  nuova  frazione  è il  prodot- 
to delle  frazioni  moltiplicate  . Così  per  moltiplicare  ac 

b 

in  be  fi  feriva  abe1 , che  fi  riduce  ad  acc  ; per  moltiplica- 
4 b <i  d 

re  iab  in  3 aa  — bb  fi  feriva  6a'b—  lab Lo  fiefiò  fi  fac- 

b+-  c J c }bc  +■  jrc 

eia  fe  vi  fieno  interi  confiderando  l’intiero , come  una_ 
frazione,  il  di  cui  denominatore  fia  l’unità  ; così  per  mol- 
tiplicare 23  in  xx — 3 yy  fi  faccia  laxx—  6jyy 
3*  T* 

E 3 Deb- 
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Debbafi  moltiplicare  <7,74-  bbjn  a — b.  Io  quelli , c 

a — b 

limili  cafi,  giacche  la  quantità,  che  deve  moltiplicarefè 
la  lidia  del  denominatore  della  frazione,  ballerà  cancel- 
lare il  denominatore,  ed  il  prodotto  farà  aa-b  bb;  debbafi 
moltiplicare  aa  — bb  in  aa  — ab  : fi  ofiervi,  che  aa  — bb 

ajfb 

è a -bbX  a— >b,  e però  fi  verrebbe  a moltiplicare  aa  — ab 
in  a+  b in  a — b per  indi  dividere  per  a-bb\  adunque  giac- 
ché a +-  b farebbe  un  comun  divifore  del  numeratore  , 
denominatore,  che  rifulterebbe , fi  potrà  ommettere  e Ia_. 
moltiplicazione  , e la  divifione  per  efiò  a + b , ballando 
che  fi  moltiplichi  il  numeratore  per  a—b , ed  il  prodotto 
farà  a'  — zaab-b  abb.  Cosi  il  prodotto  di  a'  — ahb  in  a1 

xx  — yy  M—  bb 

farà  —al  . 

XX— yy 

Della  Divifione  delle  Frazioni. 

34.  La  divifione  delle  frazioni  fi  farà  moltiplicando 
in  croce,  cioè  moltiplicando  il  numeratore  del  dividendo 
nel  denominatore  del  divifore , e quello  prodotto  farà  il 
numeratore  della  frazione , che  deve  edere  il  quoziente  ; 
indi  moltiplicando  il  denominatore  del  dividendo  nel  nu- 
meratore del  divifore , ed  il  prodotto  farà  il  denominatore 
del  quoziente . Quello  quoziente  poi , fe  farà  bifogno  , fi 
ridurrà  all'efprdfione  più  femplice.  Debbafi  dividere  ab 

e 

per 


Dii 
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Per  m > l"arà  il  quoziente  ahi  ; debbafi  dividere  ab  per  —m, 

" t®  C — 

fari  abn,  o (la  — ahi,  che  è lo  lìdio,  numero  13.;  debba!! 

— M»  Cm 

dividere  a'_^'  per  aa—  ab -1- bb , farà  a* c—  b' c . 

‘+\  7 '-'d1  * 

E chiaro  il  vedere,  che  fe  le  due  frazioni,  cioè  divi- 
dendo, e divifore  , avellerò  il  medelimo  denominatore  , 
farebbe  fuperflua  la  moltiplicazione  in  croce , come  fe  11 
volefTe  dividere  aa  per  c-d , ballando  in  quefio  cafo  di- 

m m 

ridere  aa  per  c — d;  poiché  moltiplicando  in  croce  fareb- 
be  , ma  riducendo  alla  minima  efpreffione  farà  aa  . 

cm  — dm  : — 

c d 

Cosi  dividendo  a'  — gbb  per  aaj.  rab  4-  bb , farà  a1  — abb 

c~d  c—  * aa+Ht+U  * 

ma  riducendola , poiché  il  numeratore  è aXa+-  b\a—b , 
ed  il  denominatore  è aTbXa~b,  farà  aa-gb.  IfteflU- 

mente  fi  operi  dividendo  intiero  per  frazione,  o frazione 
per  intiero,  confiderando  l’intiero  come  una  frazione,  il 
di  cui  denominatore  fu  l’unità  ; cosi  dividendo  per 
*yy-3*y  la  quantità  aa~xx,  farà  3 a 1 _ 3 axx 
ia  ~~ìyy—~ì *y~ 

Deir  Effrazione  delle  Radici  dalle  Frazioni . 

35.  Si  efìrae  la  radice  dalle  frazioni  con  lo  efiraere 
la  rad.ee  dal  numeratore,  cd  indi  dal  denominatore  ; e 

quefia 
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quella  nuova  frazione  farà  la  radice  della  frazione  propo- 

lla  • La  radice  quadrata  di  aabb  farà  adunque  ab ; la  radice 

ce  • c 

quadrata  di  a4  — raahb  + b*  farà  aa  — bb;  la  radice  qua- 

aa  +-  .f av  +-  4 bb  a +*  ih 

drata  di  4 aa  -+^4xx  — itfou#,  cioè  di  looaa  -+€^xx  —i6oax 

»r  ** 

farà  ioj—  &*•.  Lo  Hello  dicali  delle  radici  cube,  quarte, 

T~ 

quinte  ec. 

Ma  fe  non  fi  potrà  efiraere  la  radice  dal  numeratore , 
e denominatore , bensì  da  uno  de’  due  ; fi  efiragga  da 
quello , da  cui  fi  può , ed  all’  altro  fi  ponga  il  fegno  radica- 
le. Cosi  la  radice  cuba  di  a*  farà  aa  , la  radice 


cuba  di  aax  — x » farà  * 


aax  —x  ’ 


E fe  ne  dal  numera- 


tore , nè  dal  denominatore  fi  potrà  efirarre  efia  radice , fi 
porrà  tutta  la  frazione  fotto  al  vincolo  radicale  ; così  la_. 
radice  quadrata  di  x*-a+  farà  a 4 . 

«*+■*»  ^ xx^tx- 


Del  majjtmo  comm  Divifore  di  due  Quantità , 0 Formale  . 


35.  Per  formola  s’intende  una  qualunque  efprellìone  ana- 
litica incomplefla,o  compie ITa,  le  di  cui  lettere  facendo  figura 
d’indeterminate  poffono  eflcre  quelle,  che  più  fi  vuole  per 
modo,  che  tutto  ciò,  che  di  ella  formola  fi  dica,  s’inten- 
da 
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da  detto  di  qualunque  altra  d’altre  lettere  comporta  , ma-, 
ad  erta  limile. 


Per  avere  il  maflimo  comun  divifore  di  due  quantità, 
o formole  : In  primo  luogo  fi  offervi,  fe  ciafcun  termine 
d'ambedue  forte  moltiplicato  per  una  medefima  quantità  , 
o numero;  nel  qual  cafo  per  erto  fi  faccia  la  divifione_,f 
indi  fi  ordini  l’una,  e l’altra  formola  fecondo  una  qualun- 
que lettera  a piacere  ; cioè  lì  ponga  per  primo  termine-, 
quello  , in  cui  erta  lettera  è alla  maggiore  dimenfione  , 
ed  indi  gli  altri  per  ordine  . Sieno  le  due  forinole-. 


l8a'  bx  — 2a*b—  $abx'  — 8 a'bxx  +•  bx* 
àa'b  4-  bx'  — abxx  _ 8 aabx 


le  quali , poiché 


fono  divifibili  per  la  lettera  b , divife  ed  ordinate , fe  così  pia- 
ce , perlalettera «fono x*—  ^ax'  — 8aaxx  + i8a'  x — 8a*\ 
x » — axx  — 8aax 4-  6 a 1 . Ciò  fatto,  la  prima , cioè  quella-, 
in  cui  la  lettera  x , che  ordina  i termini  , è alla  maggior 
dimenfione,  lì  divida  per  la  feconda  dicendo  x 4 divifo 
per#’  dà  di  quoziente  x , ed  il  prodotto  di  quello  quo- 
ziente nel  divifore  fi  fottragga  dal  dividendo,  e fi  avrà  il 
primo  rerto  _ 2jx'  +-  ila' x—  8j* , che  li  riduca  all’ ef- 
preflìone  più  femplice  ( come  fempre  deve  farfi  ) d'viden- 
doloper  — 2a,  e farà  6aax  +-42’  . E perchè  la  di- 
menfione della  x in  quello  refiduo  è la  ftelfa  del  divifore, 
con  lo  ilertò  divifore  fi  divida  erto  refiduo,  da  cui  illerta- 
mente  fottraggafi  il  prodotto  del  quoziente  nel  divifore-, , 
e fi  avrà  il  fecondo  refiduo  axx+-  lux  — 2j’  , cioè,  divi- 
dendo per  ay  xx  + iax  — iu.  Ora  poiché  in  quello  refi- 


duo 
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duo  la  dimenfione  della  * è minore  che  nel  divifore  , s’in- 
verta  l'ordine , c fi  faccia  fervire  quefio  refiduo  di  divifo- 
re , ed  il  divifore  prime*  di  dividendo,  e fatta  la  divifio- 
re,  fi  fottragga  il  prodotto  del  quoziente  nel  fecondo  di- 
vifore dal  fecondo  dividtndo,  cioè  da  x ' — axx  —Zaax  , 
e farà  il  refiduo  — 3 axx  —6aax -h  6j‘,  cioè  dividendo  per 
— 31,  xx +-  zax~  iati;  e perchè  quell’ ultimo  refiduo  è 
lo  lidio  del  divifore,  farà  elio  il  maflìmo  comun  divifore 
delle  due  formole  x4  — $ax'  — 8 aaxx  +-  i8.j'x  — 8a*  ; 
x'  — axx  — 8aax  + 6a'  , e quello  moltiplicato  in  b , cioè 
bxx  +■  zabx  _ 2aab  farà  il  maffimo  comune  divifore  delle 
due  formole  da  prima  propolle  bx*~^abxi  — Saabxx 
4-  iBa'bx—  8a+b  ; bx'  — abxx—  8aabx*-  6a'b  , le  quali 
furono  divife  per  b . 

Sieno  le  due  formole  x*  — qax 1 -1-  1 1 aaxx  — 20*1  * x 
4-  1 2a*  $ x4—  3<jx’4-  ìujxx  — x +-  24;. 4 ordinate., 
per  la  lettera  x,  la  quale  elTendo  alla  llelTa  di'nenfione_» 
nell' una,  e nell’altra,  è arbitrario  di  prendere  quella,  che 
Il  vuole,  per  divifore  . Si  divda  adunque  la  prima  per  la^ 
feconda,  e fottratto  dal  dividendo  il  prodotto  del  quozien- 
te nel  divifore,  farà  il  primo  refiduo  — ax  ’ _ aaxx  — 
— 4*’x—  ira*  , cioè  dividendo  per  — axx  +- 

+ 4aax-h  12 a’  . Qui  invertendo  l’ordine  fi  prenda  quefio 
refiduo  per  divifore,  ed  il  primo  divifore  per  dividendo 
fatta  la  divifione,  e fottrazione  del  prodotto  del  quoziente 
in  ctuefio  fecondo  divifore  dal  fecondo  dividendo  , farà  il 
fecondo  refiduo  — qax’  4-  8^.7xx—  28.?'x+-  24/j4  ; cioè 

divi* 
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dividendo  per  — 43,  x ' — laxx  4-  'jaax  — 6a  * . Con  lo 
fìeflò  fecondo  divifore  fi  continovi  la  divifione  di  quello 
fecondo  refiduo , e fatta  la  fottrazione  al  folito , fi  avrà  il 
terzo  refiduo  — $axx  + 7,aax  — i8a'  , cioè  dividendo  per 

— 3 3,  xx  — a x-hóaa.  Si  inverta  di  nuovo  l'ordine,  e-, 
per  quello  terzo  refiduo  fi  divida  il  fecondo  divifore-. 
x ’ + axx  + 4 aax  +•  1 2a 1 , e fatta  la  fottrazione  al  folito  , fi 
troverà  il  refiduo  laxx  — zaax  4- 12 a1 , cioè  dividendo  per 
20,  xx  — ax4-6jat  che  è la  fiefia  quantità  di  quella  , che 
& fefvito  di  divifore;  e però  il  malfimo  comune  divifore.. 
delle  due  propolle  formole . 

Sieno  le  due  formole  /♦  aatf—  bbff 4-  aabb  ; /'  — aff~ 
_ 2abf+-  zaab  ordinate  per  la  lettera/.  Si  divida  la  prima 
per  la  feconda  , ed  il  prodotto  del  quoziente  f nel  divifo- 
re fottratto  dal  dividendo  darà  il  refiduo  primo  ap  — 

— aaff 4-  labff — bbff — 2aabf  4-  aabb  , che  fi  proleguifca  a— 
dividere  per  lo  llelTo  divifore , e fottratto  il  prodotto  del 
divifore  nel  quoziente  a dal  dividendo,  fi  avrà  il  fecondo 
refiduo  labff—  bbff~-  2a'b  + aabb , cioè  dividendo  per  b , 
zaff—bff—ia'  + aab-,  fi  inverta  l’ordine,  e per  quello  fe- 
condo refiduo  fi  divida  il  primo  divifore  /’  _ off—  2abf+- 
4-2 aabt  e fatto  il  prodotto  del  quoziente  f nel  detto 

i a —b 

refiduo,  che  a fervito  ora  di  divifore  , ed  indi  fatta  la  fot- 
trazione,  li  avrà  il  terzo  refiduo  — a ff +■  aaf—  2abf+  2aab , 
cioè  dividendo  per  — a -,  ff — a/V  2bf—  2 ib  . Con  lo  lidio 
ordine  fi  continovi  la  divifione,  e fottratto  il  prodotto  del 

F quo- 
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quoziente  i nel  divifore  ìaff—  bff +■  aab  — 2j*  , fi  a il 

a a—  b 

quarto  refiduo  — af + ilf—iab+aa,  per  cui,  invertendo 
pure  l’ordine,  fi  divida  il  terzo  refiduo,  e fottratto  il  pro- 
dotto del  quoziente  f nel  divifore , fi  avrà  il  quinto  re- 
ai— a 

fiduo  2 bf—  lab , cioè  dividendolo  per  2 b,  f—  a\  elfo  fi  di- 
vida per  il  quarto  rtfiduo  — af+  2 bj—  iab+-  aa , e fottrat- 
to il  prodotto  del  quoziente  1 nel  divifore , rimano 

li— < a 

nulla  ; quindi  fe  per  lo  denominatore  dell'ultimo  quozien- 
te, e (Tendo  una  frazione,  fi  dividerà  l’ultimo  divifore-. 
—af +-  ìbf  - lab-t-aa , farà  il  quoziente  / — • a il  maffimo 
divifore  delle  due  formole  propofie;  ma  perchè  era  arbi- 
trario di  eleggere  per  divifore  quello,  che  fi  è eletto  per 
dividendo,  e vicendevolmente  , cioè  fi  poteva  anche  di- 
videre — af+  ibf— lab-t-aa  per  f—a,  fi  faccia  attual- 
mente la  divifione,  ed  il  quoziente  farà  2 b~a  fenza  refi- 
duo  , e però  f—a  il  maffimo  comune  divifore,  come  fi 
è già  ritrovato  per  mezzo  dell’altra  divifione  . 

Poffiono  però  due  formole  avere  un  maffimo  comun 
divifore  , quantunque  effóndo  effe  ordinate  fecondo  una-, 
tal  lettera,  non  polla  in  queflo  modo  ritrovarli , nel  qual 
cafo  fi  d’uopo  ordinarle  fecondo  altra  lettera  fino  , che  ci 
venga  fatto  di  ritrovarlo  ; che  fe  fatta  la  prova  ordinando- 
le fecondo  ciafcuna  lettera  , non  ci  riefee  l’intento,  non 
averanno  effe  un  maffimo  comune  divifore;  cosi  non  ritro- 
veraffi  nelle  due  formole  di  quell’ultimo  efempio  ordi- 
nandole 
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nandole  fecondo  la  lettera  b , che  però  fi  è ritrovato 
avendole  ordinate  fecondo  la  lettera/. 

Le  tre  frazioni  adunque 

#4  — ^ax*  — Saaxx  +■  i8a*  x—2a  + 
x 1 — axx  — • §aax  +■  6a 1 

Qax’-t-  waaxx  — 203  * *+.  ila4 
3 ax'+  i ìaaxx—  1 6a’x+  244* 

f*  — aaff—  bbjf ’+•  aabb 
f*  — ajf—  zabf +■  2 aab 

dividendo  il  numeratore,  e denominatore  della  prima  per 
xx  4-  23*  — 2(W  ; della  feconda  per  xx  — ax-h  6aa  ; e della 
terza  per  /—  3,  verranno  ad  edere 

La  Prima  xx  — 53*4-  443 

x—  3 a 

La  Seconda  xx  — 33*  4-  rat» 

xx  — lax  +-  4 aa 

La  Terza  f*  +■  aff—bbf~ahb 

jf—  2a(b 

Ridotte  cosi  aU’efprefnonc  più  femplice,  come  dilli  di  fo- 
pra  al  numero  30. 


F 2 Della 
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Delia  Riduzione  delle  Quantità  irrazionali  alla  più 
fcmplice  efprejfione . 

37.  Si  è veduto , come  nafcano  le  quantità  irrazionali, 
che  lorde  ancora , o radicali  fi  chiamano  ; cioè  quando 
attualmente  non  fi  può  ertrarre  la  radice  , che  fi  cerca-. , 
e però  fi  fa  ufo  del  vincolo  radicale.  Ma  fpefie  volte  ac- 
cade , che  la  quantità  fotto  al  vincolo  fia  il  prodotto  di  due 
moltiplicatori , uno  de’  quali  fia  appunto  una  poteftà  del- 
lo ftefiò  nome  della  radice , che  fi  vuole  ; come  farebbe., 

V'' aabe  , o V aab  — aax  , la  prima  delle  quali  è la  radice 
quadrata  del  prodotto  di  aa  in  bcy  la  feconda  del  prodotto 

di  aa  \tvb—x\  cosi  pure  Z'  a' x ~~ a'y  , che  è la  radice 
cuba  del  prodotto  di  a’  in  x—y.  In  quelli  cafi  fi  cava  la 
radice  da  quel  moltiplicatore,  da  cui  fi  può,  e fi  fcrive-, 
fuori  del  fegno  radicale  lafciando  l’altro  fotto  il  fegno,  e 
ciò  dicefi  cavare  la  radice  in  parte , o fia  ridurre  la  radica- 
le alla  più  femplice  efpreflìone.  Adunque  ^ aabe  farà  Io 
fleflo,  che  a^  bc  ; ^ aab  — ■ aax  lo fiellò,che  b — xi 

3 ~ 1, 

r a J x—  a 'y  lo  Hello , che  a b'  x —y  ; e cosi  dell’  altre  . 
Similmente  poiché  ^ tfiaabc  è la  radice  del  prodotto  di 
1 6aa  in  3 bc  y ridotta  farà  4 a ^ $bc’t  cosi  poiché 
y'  a'b—  /\aabb+-  <\ab'  è la  radice  del  prodotto  di  — 

ce 

— 41  b 


Digitized  by  Google 


ANALITICHE.  45 

— 4 ab  +-  4 bb  in  ab , e la  radice  di  aa  — qab  4-  4 bb  è a — ib  ; 

Tarala  radice  ridotta  a—  z b^ ab.  Cosi  j/ aammxx*-  4 aam 1 p 
~~c~  ttzz 

ridotta  farà  am  ^ xx  + qmp  • Cosi  ^ Sa'b  +-  1 6a*  ridotta 

tz  

farà  2 a ^ b+  za.  Cosi  ^ a 1 — 3 aàb 4-  3 abb—b1  , che  è 
la  radice  del  prodotto  di  aa  — 2 ab+  bb  in  a — b,  ridotta— 

farà  a—b  y' a — b . Ma  molte  volte  non  fi  può  colla  fola 
ifpezione  riconofcere  , quali  fieno  que’  moltiplicatori,  dai 
quali  è nàta  la  propofia  radicale;  in  quelli  cafi  bifogna— 
fervirli  del  metodo  di  ritrovare  tutti  i divifori,  che  darò 
a fuo  luogo,  e fe  fra  quelli  ve  ne  farà  uno,  che  fia  appun- 
to una  potefià  di  tale  efponente , quale  è l’indice  del  ra- 
dicale, fi  potrà  ridurre  nel  modo,  che  è fiato  detto, la- 
quantità  propofia . ' 

Del  Ridurre  i Radicali  alla  fleffd  Denominazione 

38.  Si  chiamano  radicali  di  diverfa  denominazione— 
quelli , che  anno  l’indice  diverfo . Per  ridurgli  adunque— 
a’  radicali  dello  fielfo  indice  fi  farà  cosi  : Se  l’indice  d’un 
radicale  è parte  aliquota  dell’indice  dell’altro  , fi  divida— 
l’indice  maggiore  per  il  minore,  ed  il  quoziente  è quella 
poteftà,  a cui  fi  debbono  elevare  le  quantità  , che  fono 
fotto  il  radicale  d’indice  minore,  ed  a quelle  prefiggere- 
il  radicale  dell'indice  maggiore.  Sieno  da  ridurfi  allo  fief- 

fo  radicale  le  due  quantità  f^ax,  o fia  ( che  è lo  fief- 

fo) 
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♦ / ■■  • / _ « 

fo)  A ax  y c r a ; poiché  il  quattro  divifo  per  due  dà 
di  quoziente  due,  elevata  la  quantità  a del  fecondo  radica- 

4 - — 

le  al  quadrato,  farà  ^ aa  , e però  ridotta  alla  fletta  deno- 
minazione di  l^ax.  Cosi  r'a'b'  +-ab'  , e ^ ab  faran- 

6 * 6 y 

no  r a'b*  +■  ab' , e V a'  b‘ . Ma  fe  un  indice  non  è parte 
aliquota  dell'altro;  fi  trovi  il  minimo  numero,  che  fia_. 
divifibile  fenza  frazione  da  ciafcun  indice  de’  radicali  da- 
ti, e quello  farà  l'indice  del  radicale  comune;  indi  fi  ele- 
vino le  quantità  al  grado  prodi  marciente  inferiore  del  nu- 
mero, per  cui  fono  crefciuti  gl'indici  dei  loro  refpettivi 
radicali , e ad  ette  cosi  elevate  fi  prefigga  il  radicale  co- 
mune ritrovato.  Siano  da  ridurli  allo  fletto  comune  radi- 
cale le  due  quantità  aq , e ^ aaq\  il  minimo  numero 
divifibile  per  2,  e per  3 farà  6 , adunque  ^ farà  il  comu- 
ne radicale , e perchè  1*  indice  della  radice  quadrata  è cre- 
feiuto  in  quello  cafo  di  quattro,  e quello  della  cubica  di 
tre  ; adunque  fi  farà  rifpetto  alla  prima  r a ’ q ! , e per 

la  feconda  S a+qq  . Se  i radicali  da  ridurfi  foffero  più  di 
due  ; fe  ne  riducano  prima  due  , e poi  il  terzo,  e così  fuo 
cettivamente . 

E'  chiaro  il  modo  di  ridurre  fenza  ajuto  di  regola-, 
j razionali  a qualunque  radicale  elevando  il  razionale  alla 
potefià  dello  fletto  nome,  o indice  del  radicale,  e prefig- 
gendogli lo  fletto  radicale . 

Della 
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Della  Somma , e Sottrazione  delle  Quantità  radicali . 

3 9-  Per  fommarle  fi  ferivano  le  quantità  radicali  una 
dopo  l’altra  co’  loro  fegni , e per  fottrarle  fi  mutino  i fe- 
gni  a quelle,  che  fi  vogliono  fottrarre,  come  fi  è fatto 
nell’  altre  quant’tà.  Cosi  per  forniture  ^av^bc  con  zbv'bx 
con  — c\s zy  ) fi  feriva  ib\^bx  + lav'bc  — cv'zy  • Per 
fommare  $x\/ab  con  3 at i 'ab  con  yv^bx,  fi  feriva— 
]xi/ab+-  ^xis ab  + y^bx,  e riducendo  i termini  fimili , 
il  che  fempre  fi  deve  fare,  farà  8#i / ab  + yVbx . Per 

fommare  a — b con  1/  aa  — xx , fi  feriva  a—  b + 1/  aa—  xx  . 
Lo  fteflo  , avuto  riguardo  ai  fegni , fi  faccia  nelle  fot- 
trazioni  . 

Della  Moltiplicazione  delle  Quantità  radicali. 

40.  Per  moltiplicare  quantità  razionale  con  forda  o 
radicale  fi  lcrive  la  razionale  unitamente  alla  radicalo  , 
fenza  alcun  ftgno  frappofio,  prefiggendo  a quello  pro- 
dotto quel  legno  pofitivo,  o negativo,  che  porta  la  rego- 
la ordinaria  della  moltiplicazione , la  qual  cofa  intendali 
fempre  doverfi  fare  . Il  prodotto  adunque  di  a in— 

1/ aa—  xx  farà  a 1/  aa  — xx  , ed  il  prodotto  di  ab  in  — ab 

farà  — ab v ab  . E fe  le  quantità  razionali,  e radicali  folle- 
rò di  p'ù  termini,  cioè  compiette,  fi  moltiplichi  ciafcun 
termine  dell’ una  in  ciafcun  termine  dell’altra,  e però  il 

prò- 


48  ISTITUZIONI 

prodotto  di  aa  — xx  in  Vxx—yy  farà  aav^xx—  yy—, 

~ xxVxx  — yy.,  che  fi  fcrive  anche  cosi  aa—xx^ xx  -yy 
intendendo, che  fieno  moltiplicati  nel  radicale  que'  termi- 
ni, che  fono  coperti  al  di  fopra  dalla  retta  linea. 

41.  Per  moltiplicare  i radicali  fra  loro  ( fuppofto  , 
che  fieno  della  medefima  denominazione,  c non  lo  efTen- 
do  tali  fi  riducano  ) fi  moltiplicano  fra  loro  le  quantità  , 
che  fono  fotto  i fegni  radicali , ed  al  prodotto  fi  pone  Io 
fiefTo  vincolo  radicale  con  quel  fegno  pofitivo,  o negati- 
vo, che  efigge  la  folita  regola  . Quindi  moltiplicando 

1 /bc  in  v xy  , il  prodotto  farà  Vbcxy  ; moltiplicando 
aa  — xx  in  — V aa  +.  xxt  il  prodotto  farà  — a*  — x*  . 

X » 

I 

42.  Che  fe  in  oltre  i radicali  averanno  coefficienti 
razionali  numerici , o letterali , fi  moltiplichino  i coef- 
ficienti fra  loro  , ed  1 radicali  fra  loro  , ed  il  prodotto 
de’  coefficienti  fi  ponga  fenza  fegno  frappollo  avanti  al 

radicale.  Cosi  af^bbc  in  a y'  bxx  farà  aa  S b ’ cxx , 

cioè  ridotta , aab  V cxx  j cosi  za  — Vaa—xxuxb^aa  +XX 

« 

farà  zb\s aa+-  xx  —b  is  a*  — x*  , 

a 

43.  Con  quella  regola  per  moltiplicare  mu'ab  iiu. 

nV ab  fi  dovrebbe  fare  mn k aabb  ; ma  aabb  è un  qua- 
drato , e la  radice  è appunto  ab  , adunque  per  molti- 
plicare tra  loro  due  radicali  quadratici  Umili , ballerà  le- 
vare 
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vare  il  vincolo  radicale  , e la  quantità , che  era  fono  , 
moltiplicata  nel  prodotto  de'  coefficienti-  farà  il  pro- 
dotto totale,  e però  ìb^ax — xx  in  — cVax — xx 

« ì 

farà  — 2 bc  X <*x — *x  t cioè  — ìabcx  +*  2 bcxx  . Ma  de- 

3*  J4 

vefi  avere  quefla  avvertenza  , che  fe  le  radici,  non  aven- 
do coefficienti , fono  affette  dallo  fleffo  fegno  pofitivo , o 
negativo  , levato  il  vincolo  , fi  lafciano  le  quantità  con 
que’  fegni , che  anno  ; e fe  le  radici  anno  fegni  con- 


trarj , lì  mutano 

tutti  i fegni 

alla  quantità 

; e però 

y aa — xx  in  y aa - 

— xv,opure — 1 

y aa — xx  in  — 

■y  aa — xx 

X 

j 

X 

X 

X 

farà  aa — e |/ 

aa — a-.v  in — y 

f aa — xx  farà  - 

— aa  +-  xx  9 

X 

X 

X 

X 

0 aa  — xx  . La 

ragione  fi  è , 

perchè  y/ aa 

— xx  (e 

— . X * 


cosi  di  qualunque  altra  ) s’intende  avere  fempre  per 
coefficiente  l’unità  pofitiva,  e — 1 /aa — xx  l’unità  nega- 


tiva , adunque  il  prodotto  dovrà  effere  1 Xaa — xx  nel 

X 

primo  cafo , e — 1 — xx  nel  fecondo  . 

X 

Ecco  però  alcuni  efempj  di  quelle  moltiplicazioni 
Moltiplicare  1 'ab+-  I / aa — xx 
in  i/ab+-  y aa  — xx 

G Pro- 
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Prodotto  ab- 1-  a ' b — ab xx  +■  aa  — x x 


•f-  V' a' b — abxx 

cioè  ab 4-  21 y a' b — abxx  +- aa  — xx 


Moltiplicare  x — ^/i^4 a*+-y* — yy 


in  x +■  y/^4  3*+-y* — yy 

X 


Prodotto 


xx  — x J/V4J4  +•  y* — yy — 1/4 a*+-y*+-yy 


•x  y/t^4a*-t-y* — yy 


cioè  xx — 1^44 4 -t-y*+-  yy 

X X 


Moltiplicare  j/ — { q — qq_ — pp 


4 *7 


in  f/—  \q—  ^ M_-pp 


4 *7 


Prodotto  qq  +■  qy^  qq  — pP  +-  qq  —pp 


4 »7  4 »7 


cioè  y qq_+-  q^  qq  —pp  —pp 


4 *7  *7 
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44.  Poiché  aV  ax , a — b k' ax  — * * ec.  è il  prodotto 
della  quantità  razionale  nella  radicale  , e già  fi  fa  ri- 
durre qualunque  razionale  a quel  radicale  , che  più 
piace  , ne  viene  che  fi  potrà  Tempre  , volendolo  , far 
pattare  fotto  la  radice  quel  razionale  , che  la  moltipli- 
ca , fenza  alterare  la  quantità  , e però  farà  al'' a—  x lo 
fletto  , che  i/a'  — aax  ; a — bi/xy  farà  Io  fletto  , che 

1/  aaxy  — labxy  +-  bbxy  ; axì^ m — n farà  Io  fletto  , 

che  )/ a ' x'm  — a'x’n,  e cosi  di  qualunque  altra. 

45.  Se  i radicali  da  moltiplicarfi  non  fottero  dello 

fletto  nome,  tali  fi  riducano  , e poi  fi  faccia  la  molti- 
plicazione » come  fi  è detto  ; ma  molte  volte  torna  co- 
modo l’indicarla  folamente  fenza  attualmente  farla  , e 
ciò  con  lo  fcrivcre  un  radicale  pretto  l’altro  fenza  al- 
cun fegno  frappoflo  ; quindi  aa  — xx  'S xxy  vorrà 

dire  il  prodotto  di  una  nell’altra  radice  . 

Della  Divi/ione  delle  Quantità  radicali . 

4<S.  Se  in  ciafcun  termine  del  dividendo  , e del 
divifore  vi  fotte  la  fletta  radicale  , ommetta  quefla  , fi 
dividano  colla  lolita  regola  le  quantità  razionali , e ciò 

che  rifulta  farà  il  quoziente  . Cosi  a dividere  ^1/3 

per  ^aV  3 , il  quoziente  larà 5 ; a dividere  <5V  4 +.  aabb 

\ 

G 2 per 
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per  2 f aabb  -t-  b* , cioè  óaf^aa  +-  bb  per  zbf^ aa+-  bb  ,, 

il  quoziente  fari  3 a;  a dividere  aaft'aa+xx— 
~ b~  _____ 

— ìax  y cui  -4-  xx  + xx  t^'aa  +-  xx  per  a ^ aa  +■  xx  — 

— xf^aa  4-  xx,  ommcflòil  radicale, e divifo  aa—  zax  +xx 
per  a — x,  farà  il  quoziente  a — x \ a dividere  aa-t-bb 

per  f/ aa+-  bb,  poiché  il  dividendo  è aa+bb  ^ aa+bb , 
farà  il  quoziente  aa  +■  bb  . 

47.  Ma  quando  le  radicali  non  fono  le  Hefle  , ef- 

fendo  per  altro  lo  Hello  l'indice  della  radice,  fi  divi- 
dono al  folito  delle  quantità  razionali  le  quantità  fotto 
il  vincolo  , ed  al  quoziente  fi  prefigge  il  comune  vin- 
colo radicale  ; cosi  a dividere  ^ a'b  — ab 1 per 

aa  — bb  , divifo  a'b  — ab ' per  aa  — bb,  ne  viene  ab  ; 

c però  il  quoziente  farà  ^ ab  . 

48.  E fe  gl’  indici  delle  radici  faranno  divedi , fi 
riducano  allo  Hello  , e fi  operi  poi  come  ho  detto  , 

onde  a dividere  /''a4  4-  za'  b—  zab*  — b“  per  a 4-  b fi 
faccia  il  quadrato  di  a +■  b , e fi  ponga  fotto  al  vincolo , 

farà  f/aa+zab+bb',  indi  per  la  quantità  di  quefia  ra- 
dice fi  divida  la  prima,  e rifulta  aa—bb  ; adunque  il 

quoziente  farà  f^aa  — bb  . 

Con  la  combinazione  di  quelle  regole,  e di  quelle 
dell'ordinaria  divifionc  fi  pofiòno  dividere  le  quantità 

più 


Digitized  by 


ANALITICHE. 


53 

più  compie fle . Sia  da  dividerli  aìb  — abbc  — ■ aab  Vbc  -+ 
■t-bbcisbc  per  a — u’bc t fi  faccia  al  folito  delle  divifioni 

Dividendo  a • b—  abbc—  aab  t/  bc  + bbc  K he  Divifore  a —vbc 
Primo  refio  — abbc  -f  bbc  V bc  Quoziente  aab  — bbc 

Così  pure  dividendo  a±abc  + aa\/bc  — bci/bc  per  a — ^bc 

averaffi  per  quoziente  aa+-  bc  +>  aa\^bc.  E fc  la  divifio- 
ne  non  potrà  fuccedere  , fi  fcriverà  in  forma  di  fra- 
zione . 

Dell’  Ejìr azione  della  Radice  quadrata  dalle  Quantità 
radicali  . 

49.  Purché  la  quantità  in  qualunque  modo  compo- 
rla di  razionali  con  radicali  ila  di  radicali  quadratici , la 
regola  di  efirame  la  radice  quadrata  farà  quella  : Prefa 
della  quantità  propofia  una  qualunque  parte  , che  fia_. 
maggiore  della  rimanente  , dal  quadrato  della  parto 
maggiore  fi  fortragga  il  quadrato  della  parte  minoro  , 
e la  radice  quadrata  di  ciò  , che  retta  , fi  aggiunga-, 
alla  parte  maggiore  , indi  da  effa  fi  fottragga  ; le  ra- 
dici quadrate  della  metà  di  quefia  fomma  , e della-, 
metà  di  quella  differenza  prelé  aflleme  , poffo  quel  fe- 
gno  alla  feconda  che  à la  parte  minore  , faranno  Io 
radice  quadrata  della  propofia  quantità  . Debbifi  cava- 
re la  radice  quadrata  dalla  quantità  34-1/8,  fottratto  il 


54  INSTI  TUZTONI 

quadrato  di  1/8  dal  quadrato  di  3,  rimane  i,  la  di  cui 
radice  è pure  1 ; aggiungendola  adunque  alla  parte_» 
maggiore  , cioè  a 3 , farà  4 , e dalla  {tetta  fottratndo- 
la  farà  2 , adunque  la  radice  quadrata  dtlla  metà  del  4 
con  la  radice  quadrata  della  metà  del  2 faranno  la  ra- 
dice cercata,  cioè  1/2  + 1. 

Vogliali  la  radice  quadrata  di  6 + 1/  8 _(/i2-  1/24  . 
Dal  quadrato  di  6 + v 8 fottratto  il  quadrato  di  — 1/ 1 2 — 
— 1/24,  rimane  8,  la  di  cui  radice  1/8  aggiunta  a_ 
6. + 1/  8 , parte  maggiore , fa  6 +-  2 1/  8 , e da  ettà  parte., 
maggiore  fottratta  fa  6 ; e però  la  prima  parte  della-, 

radice  cercata  ììx'ì ^ 6 +■  2 1/  8 , cioè  Y 3 + 1/8,  e la-, 

X 

feconda  _i/tf  , cioè  —v/3  ( perchè  la  minor  parte.» 

X 

della  quantità  propoda  era  affetta  dal  fegno  negativo  ) 
onde  t/ 3 + 1/8  —1/3  farà  la  radice . Ma  nell’  antece- 
dente efempio  fi  è veduto  edere  A'  3 + 1/8  lo  dettò  , 
che  1 + 1/  2 ; adunque  la  radice  della  propoda  quantità 
farà  finalmente  1 + v 2 — 1/  3 . 

Debbafi  edrarre  la  radice  quadrata  da  aa  +2*  vaa  -xx . 
Sottratto  dal  quadrato  di  aa  il  quadrato  di  2 x^acT—xx y 
farà  a’4  — qaaxx  + 4* 4 , la  di  cui  radice  è aa~-2xx,  la 
quale  aggiunta  alla  parte  maggiore  aa  , e prefane  la^ 
metà  , farà  aa—xxt  e da  etti  fottratta  , e prefa  la  me- 
tà della  differenza,  farà  xx;  adunque  la  ricercata  radi- 
ce farà  1/  aa  — xx  +■  x . Dcb- 
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Debbafi  eftrarre  la  radice  quadrata  dalla  quantità 

aa  +-  fax  — ial/ax+-  a,xx  . Dal  quadrato  di  aa+  fax, par- 
te maggiore,  fottratto  il  quadrato  di  _ 2a^ax4-  4xx , 
rimane  a*+-  6a' x +■  ^aaxx , la  di  cui  radice  è aa+-  fax, 
la  quale  aggiunta  alla  parte  maggiore  , e prefane  la_. 
metà,  fa  aa+- qix,  e fottratta  e prefane  la  metà  , fa_ 

mx;  e però  la  radice  cercata  farà  \^aa-h  fax  — \/ax. 
Debbafi  eflrarre  la  radice  quadrata  dalla  quantità 

a\/bcjr  d\/ bc 4-  2t/ abcd.  Dal  quadrato  di  o\s  bc  + dis  bc 

fottratto  il  quadrato  di  21/  abcd,  rimane  aabc  —zabcd  -+bcdd, 

la  di  cui  radice  è ai/bc—  d\^bc,  la  quale  aggiunta  alla 
parte  maggiore  , ed  indi  fottratta  , e prefa  la  metà 
della  fomma  e della  differenza,  farà  la  metà  di  dettai 

fomma  aVbc,  e la  metà  di  detta  differenza  dv' bc  ; 

adunque  la  radice  cercata  farà  ^ aì/bc*  l'  d\^bc  , cioè 

^ aabc  4-  f^vbcdd  , o fia  *r'aabc  +■  bedd  . Che  fe_* 
non  fuccederà  di  poter  eflrarre  la  radice  , fi  porrà  al 
folito  il  vincolo  radicale. 

Del  Calcolo  delle  Poteftà. 

50.  Nulla  occorre  notare  intorno  alla  fomma  , e 
fottrazione  delle  Potelìà  , fcrivendofi  effe  pure  una_. 
dopo  l’alrra  con  que*  fegni  che  anno  , nel  primo  cafo, 
e mutandofi  i fegni  nel  fecondo  . Ma  rifpetto  all'altrc^, 

opc- 


56  ISTITUZIONI 

operazioni  , che  riguardano  gli  efponenti  : Si  ofTervi 

primieramente  , che  prefa  1*  unità  per  primo  termine., , 
ed  una  qualunque  quantità  , per  efempio  a , per  fecon- 
do, indi  fucctflìvamente  le  altre  poteflà  per  ordino 
della  fiefTa  quantità  a , è chiaro  che  formerafli  una— 
progreflìone  geometrica  crefcente  i , a , aa , a* 

cc.,  e che  gli  efponenti  di  ciTa  progreflìone  formeran- 
no una  progreflìone  aritmetica  crefcente,  che  farà  o, 
1 > 3,  4,  5»  6 ec-»  il  di  cui  primo  termine  è il  zero, 

perchè  eflendo  l’unità  il  primo  termine  della  geometri- 
ca , in  eflo  la  quantità  a è elevata  a potelìà  zero,  cioè 
a nefluna  poteflà  di  modo  , che  i . In  fatti 

a 

moltiplicando  tanto  a_ , quanto  a°  per  a,  onde  non  fi. 

a 

turbi  l’eguaglianza  , farà  a=ae+  * , grandezze  patente- 
mente  identiche  . E fe  in  oltre  fi  continuerà  la  fletta— 
progreflìone  geometrica  al  di  fotto  dell’unità,  farà  tifa 
i_,  i_,  _i  ec. } e continuando  parimenti  la- 
a aa  a’  a*  a* 

progreflìone  aritmetica  degli  efponenti , efli  doveranno 
etterc  o,  — i,— 3,— 4ec.;e  però  negativi  gli 
efponenti  di  tali  poteflà  , adunque  i , i , j ec.  farà  lo 

a aa  a* 

fletto, che  a~' i a— !ec.,  e generalmente  i farà  Io 

a” 

fletto,  che  a—n  ; vale  a dire  , che  fi  potrà  fempre  far 

pattare  nel  numeratore  di  una  frazione  la  poteflà , che 

« 

e 
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è nel  denominatore,  mutando  il  fegno  all'efponente  , c 
vicendevolmente. 

5*.  Se  di  più  fi.  voledero  introdurre  nella  progref- 
fìone  geometrica  de’  nuovi  termini  interraedj  , gli  efpo- 
nend  di  quelli  faranno  nuovi  termini  intermedj  fimili 
rella  progreflione  aritmetica;  quindi  poiché  1 / a è media 
geometrica  fra  l’unità  ed  a,  l’efponcnte  di  ella  dovrà 
edere  medio  aritmetico  fra  il  zero  e l’ unità  ; e però 


farà  adunque  farà  Io  flelTo  i/<j,  ed  a 1 . Se  intendati  fi 

due  medie  proporzionali  geometriche  , che  fono  ]/  a 

la  prima  , e Z aa  la  feconda  , dovranno  edere  medj 
aritmetici  i loro  efponenti  fra  il  zero  e l’unità,  e però 

faranno  - , e ~ ; adunque  farà  lo  Aedo  / a ed  a * , 

Y - 

Y aa  ed  a } . Se  introdurranfi  tre  medie  proporzionali 
geometriche , che  fono  )/ a la  prima  , ]/  aa  la  • fecon- 
da , / a'  la  terza  , dovranno  edere  i loro  efponenti 
~ j , d . Adunque  farà  lo  fiedo  Z a cd  a*  , Z aacàa~*, 

Za'  ed  a 3 ; e cosi  decorrendo  di  quante  altre  medie  fi 
vogliano  introdurre  , onde  farà  lo  fiedo  generalmente 

«y  . ■ 

Y a"  ed  a m . 

Lo  fiedo  difeorfo  facendo  rifpetto  alla  progrefiìone 

H prò- 
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1 

prodotta  al  di  fotto  dell’unità  ; ficcotne  v a è media  tra 

— • t 

l’unità  ed  ~ , o fia  tra  l’ unità  ed  a ,'  così  l’efponente  dì 
erta  dovrà  dTcre  medio  tra  il  zero  e l’unità  negativa,  farà 

egli  adunque  — ~t  , e però  farà  lo  fteflo  ed  a * , o 

i ^ » 

fia  I ; cosi  pure  farà  lo  Aedo  »/  ed  a J , o fia  ± ; 
a * Va  a * 


1 


farà  Io  fletto  ,y  ed  a "i,  ovvero  *,  ec.,  e general- 
V aa  a' 

i — n i 

mente  farà  lo  fleflo  mt  ed  a m , o Ha  H . 

Y a”  am 

Ciò , che  ó detto  delle  potelìà  intiere,  o rotte  di  quan- 
tità incomplelTe,  s'intenda  egualmente  di  quantità  complef- 
fe,  di  modo  che,  per  efempio  i farà  lo  lleflo  , che 


n 

aa  4-  bb 


aa 

e 


— n rn, n t 

. bb  i e così  y aa  +-  bb  farà  Io  (ìeflò , che  aa  +.  bb 
\ ■ 
i ùltìl  lo  Hedo,  che  i , o pure  aa  +■  bb 


m . 
9 
n 
m 


v- 

Y aa 


■ bb  aa  +-  bb  m 

52.  Dalla  natura  delle  due  foprappofte  progreflìoni , 
geometrica,  ed  aritmetica,  fi  ricava  la  maniera  di  molti- 
plicare tra  loro,  e dividere  due  potefià,  quali  (i  fieno  , 
della  medefima  quantità,  cioè fommando gli efponcnti  loro 

quando 
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quando  vogliono  moltiplicarli  le  poteflà,  e fottraendo  l’ ef- 
ponente,del  divifore  dall’ efponente  del  dividendo  quan- 
do vogliono  dividerfi.  Imperciocché  per  ciò,  che  fpetta-. 
alla  moltiplicazione  ; comecché  il  prodotto  è il  quarta  pro- 
porzionale dell'unità,  e de’  due  moltiplicatori  , faranno 
‘ quelli  quattro  termini  in  una  progrcllione  geometrica,  e 
gli  efponenti  loro  in  nna  progrdTione  aritmetica;  adunque 
I*  efponente  del  quarto,  cioè  del  prodotto,  deve  eflere  mag- 
giore dell’efponente  del  terzo  di  quanto  1* efponente  del 
fecondo  è maggiore  dell’efponente  del  primo;, ma  I’efpo- 
nente  del  fecondo  è maggiore  dell’efponente  del  primo  , 
che  è il  zero,  di  tutto  fe  fledo  ; adunque  1* efponente  del 
quarto  dovrà  edere  maggiore  dell’efponente  del  terzo, 
quanto  è l’efponente  del  fecondo, cioè  dovrà  edere  la  forn- 
irla dell’efponente  del  fecondo,  c del  terzo.  Per  ciò,  che 
riguarda  ladivifione;  ella  è la  (leda  proporzione  della  mol- 
tiplicazione, ma  inverfa,  il  di  cui  primo  termine  è il  divi- 
dendo; il  fecondo  il  divifore;  il  terzo  il  quoziente;  ed  il 
quarto  l’unità,  onde  quanto  lefponente  del  dividendo  è 
maggiore  dell’efponente  del  divifore,  tanto  dovrà  edere 
maggiore  del  zero  l’ efponente  del  quoziente,  c pelò  dovrà 
edere  appunto  la  differenza  degl’ efponenti  del  dividendo, 
e divifore . Adunque  per  moltiplicare  aa  con  a fi  farà  a 1 +■ 
cioè  a’;  per  moltiplicare  a * con  aa  fi  farà  a*+-1, 
cioè  a7;  per  moltiplicare  a‘con  a~  2 fi  farà  a 5 ~ J,cioè  a’; 

per  moltiplicare  a-^  con  a-j-  fi  farà  a--4-  - , cioè  a~  ; per 

moltiplicare  a ^ con  a~s  fi  farà  a~  , cioè  a~  — . 

H 2 per 
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±r  n +:  r +r  ■ t ì 

per  moltiplicare  <3  w con  a ~ fi  farà  a *«  > cioè 

£»IÌi*r 
0 mt  • 

E cos'i  per  dividere  a 1 per  a fi  farà  a i *“  1 , cioè  a * ; 
per  dividere  a'  per  a~~ 1 fi  farà  cioè  a7  ; per  divi- 

i i — ■ j _» 

dere  a 1 per  a 1 fi  farà  a 1 , cioè  a * ; per  dividere  a J 

— i i 4-  1 7 » 

per  1 fi  farà  a 5 1 , cioè  a 6 ; per  dividere  a m 

ir  r +:  r +r»«+rmr 

per  * fi  farà  a m * , cioè  a mt 

53.  E poiché  nella  progreffione  di  fopra  confiderata, 
prefo  un  qualunque  termine  , il  termine  dell’  efponente 
doppio  è il  quadrato  del  termine  prefo;  il  termine  dell’ ef- 
ponente triplo  è il  cubo;  dell’ efponente  quadruplo  la  quar- 
ta potelìà  ec.  ; ed  il  termine  dell’  efponente,  che  fia  la-, 
metà,  è la  radice  quadrata  del  termine  prefo,  il  termine 
dell’ efponente,  che  fia  la  terza  parte,  la  quarta  ec.,  è la_. 
radice  cuba , quarta  ec.  del  termine  prefo  ; ne  viene  per 
confcguenza,  che  per  ridurre  una  potellà  ad  un’altra-., 
ballerà  moltiplicare  l’ efponente  della  potellà  data  per  l’ef- 
ponente  di  quella  potefià  , a cui  fi  vuole  elevare  ; e per 
cavarne  una  qualunque  radice,  ballerà  dividere  l’ efponen- 
te della  potellà  per  l’indice  della  radice  . 

»X  t 

Cosi  per  elevare  aa  al  cubo  fi  farà  a , cioè  a‘  ; 
- - * 5 

per  elevare  a * al  cubo  fi  farà  a J , cioè  aa  ; per  ele- 
vare 
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«2  • — _$ 
vare  a * alla  quinta  poterti  fi  farà  a 4 ; per  eievaro 

ÌT  « +z  r £ tir 

a m alla  poterti  * fi  fari  a mt . Cosi  per  cavare  la 

s 

radice  quadrata  da  a ' fi  fari  a 1 ; per  cavare  la  radice  cu- 

_i  i t 

ba  di  a * fi  farà  a » X J , cioè  <?  6 ; per  cavare  la  radice  r 

±r  >«  £;  m 

da  a "fi  farà  a nr  ec. 

54.  Ciò  , che  ó detto  delle  poterti  di  una  raede- 
fima  quantità  incomplefli  , s’intenda  egualmente  detto 
delle  poterti  di  una  medefima  quantità  compierti  , co- 
me da  fe  è chiaro  ; e con  querto  metodo  fi  viene  a fa- 
cilitare molto  il  calcolo  delle  frazioni , e de’  radicali. 

De’  Divi  fori  lineari  Suna  qualunque  Formala . 

55.  Una  qualunque  quantità  o formola  incomplerti  , 
o compierti  fi  dice  prima  e femplice  quando  ella  non  c di- 
vifibile  efattamente  da  quantità  alcuna,  fuorché  da ferterti, 
e dall’unità;  e chiamarti  comporta  quando  è dvifibile  efat- 
tamente per  alcun* altra  quantità.  Prime  o femplici  fareb- 
bero , per  efempio , a +-  b , aa  -t-  xx  , x ’ — aax  +■  aab  ec.  ; 
comporte  ab,  che  è divifibile  per  a,  e per  b ; aa  — xx  , 
che  è divifibile  per  a +-  x , e per  a — x ec. 

Due,  o più  formole  fono  prime  rifpettivamente  tra_. 
loro  quando  non  anno  alcuno  comune  divifore,  e che  la 
minore  non  è un  divifore  della  maggiore;  tali  farebberorra 
loro  Ib  ed  aa  ; aa  +-  2 ab  +-  bb  cd  aa  +•  lb  cc.  ; ed  all'oppo'to 

fono 
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fono  alTolutamente , e relativamente  tra  loro  comporti» 
quando  anno  qualche  comun  divifore,  oche  una  divide 
l’altra,  come  a dire  aa , ed  aby  che  fono  ambe divifibili per 
ai  aa — xx , ed  <?+.  x%  che  fono  divifibili  per  a-b  x ec. 

Per  avere  tutti  i divifori  incomplefli  di  una  quanti- 
tà numerica  , o letterale  , o mitla  ; fi.  divida  ella  per 
lo  minimo  di  lei  divifore , ed  il  quoziente  di  nuovo  per 
lo  minimo  di  lui  divifore  , e cosi  fucceffivamente  fino 
a tanto  , che  fi  trovi  un  quoziente , che  più  non  polla 
dividerti  , che  per  fe  fiello  ; quelle  quantità  , per  le* 
quali  è fiata  divifa  la  propofia  forinola  , comprefa  l'uni- 
tà , faranno  tutti  i divifori  femplici;  e prefi  a due  a due  , 
a tre  a tre , a quattro  a quattro  ec. , cioè  fecondo  tutte  le 
combinazioni  , daranno  tutti  i divifori  comporti  . 

S vogliano  i divifori  del  numero  300 

Si  feriva  il  numero  dato  300  i ed  accanto 
in  (B)  il  minimo  divifore  , che  è il  2;  fatta  la  divifio- 
ne  per  2 , fi  feriva  in  ( A ) il  quoziente  tyo  fotto  il 
300,  e quello  150  di  nuovo  fi  divida  per  2 , e gli  fi 
feriva  di  contro  in  (B)  il  divifore  2 , ed  il  quoziente.» 
75  fi  feriva  (J)  lotto  al  primo  quoziente  150  . Poi- 
ché il  75  non  è divifibile  per  2 , fi  divida  per  3 , 
di  contro  gli  fi  feriva  in  (B)  il  divifore  3 , e fotto  in 
(.4)  il  quoziente  25  ; il  minimo  divifore  del  25  è il  5 , 
che  gii  fi  feriva  dirimpetto  in  (B),  e lotto  in  ( A ) il 
quoziente  5 ; il  quoziente  ultimo  5 non  è divifibile-  , 
che  per  fe  lidio , adunque  fi  feriva  pure  accanto  in_* 

(B> 
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(B)  etto  divifore  y , e fi  avranno  tutti  i divifori  primi  , 
ai  quali  fi  aggiunga  l’unità  , perchè  efla  è Tempre  un— 
divifore  di  qualunque  quantità.  Per  avere  tutti  i divifo- 
ri rompotti  fecondo  tutte  le  combinazioni  , per  il  fe- 
condo divifore  fi  moltiplichi  il  primo,  ed  il  prodotto 
4 fi  feriva  in  (B)  accanto  al  fecondo  divifore  ; per  il 
terzo  divifore  fi  moltiplichino  tutti  i fuperiori  , e gli 
fi  lcrivano  a canto  i prodotti  6 , -12  ( ponendo  una  fol 
volta  quelli , che  potettero  edere  replicati  ) , per  il 
quarto  fi  moltiplichino  parimenti  tutti  i fuperiori , e gli 
fi  ferivano  accanto  r prodotti  , e cosi  fuccettìvarnentc 
fino  all’ultimo  . I numeri  fcritti  in  (fi)  faranno  tutti  i 
divifori  del  propotto  numero  300  . 

(A)  (fi) 

1 

300  2 

150  24 

75  3 6 12 

25  y io  ty  20  30  60 

5 y 25  yo  7y  100  150  300 

1 

Sia  la  forinola  21  abht  di  cui  debbanfi  ritrovare  tutti 
i divifori . Poiché  non  è div.fibile  per  2 ; fi  divida  per 
3 , che  gli  fi  feriva  di  contro  in  (fi) , ed  il  quoziente 
’jabb  di  fotto  in  {A)  ; fi  divida  7 abb  per  7 , che  gli  fi 
feriva  di  contro  , ed  il  quoziente  abb  di  fotto  ; dividali 
abb  per  a , che  gli  fi  feriva  di  contro , ed  il  quoziente 
lb  di  fotto  ; indi  fi  divida  bb  per  b , che  fi  feriva  di 

contro , 
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contro  , e di  lotto  il  quoziente  b , che  fi  divida  per  bt 
e gli  fi  feriva  di  contro  , e fi  avranno  tutti  i divifori 
primi  i,  3,7 , a,  b,  b della  propofia  quantità  . Per 
avere  i compolli  : fi  moltiplichi  il  3 in  7 , e nafee  zi; 
fi  moltiplichino  il  3 , il  7 , ed  il  zi  in  a , e nafeono 
3 0 , 70  , zi  0 ; fi  moltiplichino  in  b i divifori  3, 7,  21 , 
a,  3 at  7at  210,  e nafeono  3^,7^,  21  btab,  $ab , 7 ab  y 
z\ ab  ; fi  moltiplichino  finalmente  3 , 7 ec.  ; cioè  tutti  i 
fuperiori  in  b , e nafeono  ( ommeflì  i fuperflui , che 
nafeono  replicati)  bb  , 3 bb  t ybb  , ubb  , aW  , 30M  , 
70M , 21  abb  y e la  colonna  (B)  contiene  tutti  i divifori 
della  quantità  propofia  . 

M)  (B) 

1 

21 abb  3 ; 

7 abb  7,  21 

abb  a,  30,  70,  2ij 

££  b t ^bt  yb  j 2ib  t ab  y $ab  y 7ab  , nab 
b b,  bby  “$bby  jbbt  ubb t abbt  $abby  Jabbt  21  abb 

1 

Similmente  fia  2 abb  — 6aac  . Si  divida  prima  per  2,  ed 
il  quoziente  abb — 300C  per  0,  ed  il  nuovo  quoziente 
bb — 3 ac  per  fe  medefimo,  giacché  per  nefilina  quantità  è 
divifibile , c però  tutti  i divifori  fono , come  nella  colonna  ( B ) 

(A)  . (B) 

1 

2 abb  — 6aac  2 
abb — 300C  0,  20 

bb  — 30C  bh—^acy  ibb—6ac , abb — $aac,  ìabb — 6aac 

1 

56. 
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ytf.  Ma  le  l'ultimo  quoziente,  opure  la  formola  ftef- 
fa  da  prima  propolla  , forte  bensì  comporta,  non  però  di- 
vifibile  nel  modo  fuddetto  per  alcuna  quantità  incomplella, 
di  modo  che  follerò  compierti  tutti  i fuoi  divifori , la  ma- 
niera per  averli  è diverfa,  ed  è quella.  Si  ordini  la  quanti- 
tà relativamente  ad  una  lettera,  come  è (lato  detto  al  nu- 
mero 24.;  fi  riducano  i termini  alla  medefima  denomina- 
zione , fe  vi  fono  frazioni , indi  fi  trovino  tutti  i divifori 
dell’ultimo  termine  comporti  dai  divifori  numerici , fe  vi 
fono,  e dalla  lettera  di  una  diluendone  , e fe  il  maflìmo 
termine  à coefficiente  numerico,  fi  dividano  per  ciafche- 
duno  di  que’  numeri  , per  i quali  è divilìbile  erto  coeffi- 
ciente del  maffimo  termine;  per  ognuno  di  quelli  divifori 
aggiunto,  ed  indi  fottratto  dalla  lettera,  per  cui  è ordina- 
ta la  formala  , fi  tenti  la  divifione  ; e tutti  quelli  , per  i 
quali  riefee  , faranno  tanti  divifori  della  quantità  pro- 
porta . 

Sia  la  formola  y 1 — 4 ayy  4-  $aay  — w'ro  . I divifori 
di  una  dimeninone  dell’  ultimo  termine  fono  a , 2j  . 
Devefi  adunque  provare  la  divifione  per  ciafcun  di  que- 
lli aggiunto  alla  lettera  y , indi  fottratto  ( giacché  il 
coefficiente  del  maffimo  termine^*  è l’unità)  cioè  per 
y±-a  , per^±  2 a . Si  divida  primieramente  per  y — la  , 
ed  il  quoziente  è yy  — lav  4- tu  , che  pure  è divifibile 
per  y — a , dando  il  quoziente  y — a , quindi  i divifori 
della  propofta  formola  fono  y — afy  — a,  y — 2 0,  dal 
prodotto  de’  quali  è nata  . 


1 


Sia 
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Sia  la  forinola  <fy*  — ay  ’ — 21  aayy  +*  $a'y  +■  20 a*  l 

1 diviforl  d’una  dimenfione  dell’ultimo  termine  fono  0 , 

2 0,  40,  fa,  io  a,  20J  ; c perchè  il  primo  termine 

è divifibile  per  2,  e per  3,  fi  dovrà  tentare  la  divifio- 
nc  per  y±.a,y±ma,y±.2a,y±.  fa  ,y±zfa  ,y±  ioa , 

y ± a , y iz  la  , y iz  40 , y iz  fa  , y ±z  ioa , y iz  20 a . Ma 

1 j "T  i j ? 

perchè  troppo  nojofa  fatica  farebbe  il  provare  con  tutti 
i divifori  ; per  vedere  fra  i molti,  quali  debbanfi  fce- 
gliere,  fi  faccia  y = z +■  a , e fi  fofiituifca  in  luogo  di  y, 
c fue  poteftà  quello  valore  , c nafcerà  un’  altra  formula, 
cioè 

6z* +■  24jz'+.  ì<Saazz+-  24a'z+-6a* 

— az‘  — 3 Jazz  — 3 a'z — 0 4 
— i\aazz  — 420  ’z  — 210* 

+■  3a'z-t-$a* 

+■  ioa* 

ovvero , ciò  che  è lo  fteflò  , 

6z*  +- 23 az'  +•  1 ìaazz — 180  ‘z  +-  7 a* 

Dell'ultimo  termine  7 a*  di  quella  forinola  fi  tro- 
vino tutti  i divifori  , cioè  a,  e 70,  che  divifi  per  2,  e 
per  3 fanno  a,  a,  ’ja , 70,  e perchè  fi  è fatto  yzzz+-a, 

1 $ X ~ 

fe  quelli  divifori  pofiono  fervire  per  la  feconda  forino- 
la data  per  z , ferveranno  anche  per  la  prima  data  per 
y , quando  fi  accrefcano  della  quantità  a , cioè  facendo 
30,43,92,  100.  Quelli  divifori  adunque  fi  paragonino 

t j > 1 


Digitized  by  Googl 


ANALITICHE.  67 

coi  divifori  per  la  prima  formola  , e fcelti  quelli  foli  , 
che  tra  loro  convengono  , cioè  4 a t c io  a y per  quelli 

1 i 

aggiunti , e fottratti  dalla  y fi  tenti  la  divifione , che_» 
fuccede  per  74-44  . Ma  fc,  ciò  non  oliarne,  rimangono 

i 

ancora  molti  di  numero  i divifori  fcelti  da  quello  para- 
gone , lì  faccia  y~z — 4,  e nafcerà  un’altra  formola_. . 
Dai  divifori  ritrovati  per  quella  lì  fottragga  la  quantità 
a , indi  fi  paragonino  con  quelli , che  fi  fono  fcelti  per 
mezzo  della  feconda  , e per  quelli  -che  convengono  , 
che  faranno  in  minor  numero,  fi  tenti  la  divifione..  . 
In  quello  modo  operando  fucceffivamente  con  altre  fo- 
iìituzioni  di  y = z+-  ia,y  — z — 2 a ec.  fi  potranno  ridur- 
re a quel  minor  numero  , che  fembrerà  ballare  . 

57.  Quando  la  propolla  formola  à il  malfimo  termi- 
ne moltiplicato  per  qualche  numero,  in  luogo  di  ufarc 
della  regola  accennata  per  quello  cafo , può  tornare  più 
comodo  il  mutare  la  formola  in  un’altra  , il  di  cui  primo 
termine  non  fia  moltiplicato,  che  per  l'unità,  ed  indi  ri- 
trovare di  quella  i divilori , dai  quali  palfare  poi  a quelli 
della  propolla  formola  . 

Sia  per  efempio  la  formola  3 y * 4-  payy — 12 aay — 1 2 aa b . 

+-  3 byy  4-  $aby 

Si  faccia  3 y~z  (e  generalmente  ny  —zy  pollo  il  coeffi- 
ciente numerico  dell’  incognita  eguale  ad  n ) e però 
y — z , e foltituiti  in  luogo  di  7,  e fue  potellà  i valori  dati 
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per  z , farà  la  forinola  : 

z * +■  9azz  +-  $bzz  — $6aaz  +-  l’Jabz — loBaob  . Si  trovino  i 


9 

divifori  di  quella  ( ommeflb  per  ora  il  denominatore  p ) 
che  faranno  z-»-i2a,z — 3 0,  z +-  3&,  e mettendo  in  con- 
to  il  denominatore  p , fe  ne  divida  uno  per  p , ovvero  due 
per  3 , e faranno,  per  efempio  z +- 12 a,  z — 3 a,  z +-36; 

1 5 

ma  fi  è fatto  $y  — z,  adunque  fi  follituifca  nei  divifori  in 
luogo  di  z quello  valore,  ed  averanfi  3 y 4-  12 a,  y — a , 
y +■  b t che  fono  i tre  divifori  della  forinola  propofia 

3 y ’ +-  payy  — 1 2 aay  — 1 laab  . 

+■  3 byy  +■  $aby 


CAPO 
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* 

CAPO  II. 

Delle  Equazioni  , e de'  Problemi  piani  determinati . 

58.  Equazione  è un  rapporto  di  eguaglianza,  che  due, 
o più  quantità,  fieno  elle  numeriche,  geometriche,  o fin- 
che , anno  tra  loro  aflieme  paragonate , 0 che  anno  col 
zero , fe  ad  efiò  fi  paragonano  . Il  complcfiò  di  tutti  que’ 
termini , che  avanti  al  fegno  d’egualità  fi  fcrivono , chia- 
mali il  primo  membro  dell’equazione  , ed  il  compleflo  di 
tutti  quelli  , che  fi  fcrivono  dopo  , chiamafi  il  fecondo 
membro  , ovvero  l’omogeneo  di  comparazione.  I termini 
dell’  equazione  fono  omogenei  quando  ciafcun  di  loro  è 
dtlla  fiefia  dimenfione  , e però  fi  dice,efTerfi  nell’equa- 
zione ollervata  la  legge  degl’  omogenei , come  nell’  equa- 
zione axx  — Ibx  — a J;  e cosi  all’oppollo  dicefi,  non  ellerfi 
ollervata  la  legge  degl’  omogenei , quando  i termini  tali 
non  fono  , come  nell’equazione  x* — axx  — a. 

5$>.  Problema  è una  propoiìzione  , in  cui  fi  domanda 
di  fare  , o di  fapere  alcune  cole  per  mezzo  di  altre  cofe_. 
note  , e di  alcune  condizioni,  che  fi  chiamano  i dati  del 
problema  -,  ficcome  quelle , che  fi  cercano  , i queliti  o 
queftioni  fi  appellano . 

60.  I Problemi  altri  fono  determinati  , altri  indeter- 
minati; determinati  fono  quelli,  che  anno  foluzioni  di  nu- 
mero finito  , e determinato,  cioè  quelli , che  o con  una_. 

fola 
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fola  determinazione  fi  poflono  feiorre  , o fe  con  più , di 
numero  però  finito , e determinato  . Tale  farebbe  il  ri- 
cercare, ( Fig.  r.)  dove  debbafi  tagliare  la  data  retta.. 
AB  in  modo  , che  tutta  abbia  al  maggior  fegmento  quel- 
la ragione , che  a il  maggior  fegmento  al  minore;  imper- 
ciocché un  folo  punto  in  eflà  può  darfi  , per  efempio  C , 
onde  nafea  la  proprietà,  che  fi  cerca  . Lo  fletto  (Fig.  2.) 
farebbe  il  ricercare  nel  diametro  di  un  dato  Tcmicircolo 
A ED  quel  punto,  per  efempio  C,  da  cui  alzando  una 
perpendicolare  CE  terminata  alla  periferìa,  fia  ella  egua- 
le alla  terza  parte  del  diametro  , mentre  due  foli  di  que- 
lli punti  egualmente  lontani  dal  centro  foddisfanno  alla 
quelìionc . 

Che  fc  verrà  propoflo  di  cercare  fuori  della  data^D 
un  punto  E tale  , che  da  etto  condotte  all’eflremità  delia 
data  'AD  le  rette  E A , E D , fia  l'angolo  AED  retto  ; fi 
troverà  , che  infiniti  fono  i punti  E , che  fciolgono  il  pro- 
blema , cioè  tutta  la  periferìa  A E D,  come  è noto  dall* 
Euclide  ; medefimamente  fe  fi  cerchi  nel  diametro  AD 
un  punto  C,  da  cui  alzata  la  perpendicolare  CE  nel  circo- 
lo , erta  fia  media  proporzionale  tra  i fegmenti  AC,  CD, 
fi  troverà , che  ogni  punto  del  diametro  feioglie  la  que- 
iìione , e perchè  tali  punti  fono  infiniti , infinite  fono  le 
foluzioni  del  problema  , che  però  dicefi  indeterminato  . 

I problemi  determinati  di  una  fola  incognita  anno 
bi fogno , gl’indeterminati  di  due;  la  maniera  però  di  ar- 
rivare all'equazione  è la  fletta  in  quelli , ed  in  quefli  ; ma 
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de*  fecondi  tratterò  particolarmente  al  Capo  terzo. 

61.  Le  quantità  cognite  , e date  foglionfi  denomina- 
re, come  altrove  fi  è detto,  con  le  prime  lettere  dcU‘  al- 
fabeto; le  incognite,  e che  fi  cercano,  con  una  delle  ulti- 
me avvertendo,  che  fe  la  quantità,  che  fi  cerca,  è una  li- 
nea , debba  elTa  avere  Tempre  origine,  c principio  da  un  pun- 
to fidò,  e determinato.  E comecché  ciò,  che  fi  cerca,  fi 
fuppone  già  per  fatto,  e noto  col  chiamarlo  , per  efempio 
x ; quindi  è,  che  da  quella  quantità  fuppolla  cognita  ven- 
gono cognite  c date,  come  li  fuol  dire,  per  Ipotefi  , altre 
che  da  quella  dipendono  . Cosi  eflcndo  ( Fig.  2.  ) data 
AD—ay  e fuppofio  C il  punto  cercato,  e però  chia- 
mata AC  — x,  farà  CD— a — a?,  e cosi  fi  difeorra  di 
molte  altre.  In  oltre,  febbene  molte  quantità  non  fono  ei- 
prelTamente  date,  qual’ è la  linea  AD , lo  fono  però  im- 
plicitamente, c come  fi  dice,  per  la  cofiruzione  . Cosi  nel 
triangolo  rettangolo  A ED  ( Fig.  2.)  quando  fu  data_. 
l'ipotenufa  AD— a,  il  lato  ED—bt  farà,  per  la  47.  del 

primo  di  Euclide,  dato  pure  il  lato  AE—\^aa — bb.  Cosi 
nel  femicircolo  A ED  , dato  il  diametro  AD  — ay  il  feg- 
mento  AC—b  , farà  CD^a — bs  e per  la  8.  del  6.  di 

Euclide  farà  CE—  ab — bb  ; o pure  chiamata  AC—x , 

farà  CE  — V ax  — xx  data  per  1* ipotefi,  e per  la  coflru- 
zione  . Cosi  nel  triangolo  rettangolo  ( Fig.  3.  ) ACB  , 
abbacata  dall’angolo  retto  B la  perpendicolare  BDy  fe 
fieno  , per  efempio,  date  le  due  AC—ay  AB  — bt  faranno 

pari- 


/ 
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parimente  date  tutte  l’ altre  BC,  BD,  AD,DC\  cioè 

CB  — \/ aa — bb  perla  47.  del  primo  d' Euclide,  come  fi  è 
veduto  ; e per  l*  8.  del  6.  farà  CD  terza  proporzionale 
di  AC,  e di  CB,  quindi  farà  = aa  — bb ; per  la  17.  dello 

a 

fleflo  lib.  AD  farà  terza  proporzionale  di  AC,c  di  AB, 
e però  = bb  ; DB  farà  media  tra  AD  , e DC,  o pure 

a 

quarta  proporzionale  di  AC,  CB,  AB  , onde  per  la- 
i<*.  dello  fleflo  libro,  —b  aa — bb.  Cosi  ( Fig.  4.  ) nel 

a 

triangolo  rettangolo  ABC : fe  fia  DH  parallela  a B C,  e 
fiano  date  AB  — a,  BC—b,  AD  — x , per  la  4.  del  fedo 

faranno  dare  D H—  bx  , A H z:  x V aa+-  bb , e così  dicali 
<1  « 

d’infinite  altre. 

6 2.  Col  fupporre  adunque  già  fatto,  o noto  ciò,  che 
deve  farfi,  o faperfi  , e maneggiando  indifferentemente  le 
quantità  dare,  e quelite,  fi  adempiano  tutte  le  condizioni, 
che  nella  propofizione  del  problema  fi  dimandano,  e fi 
arriverà  alla  equazione  . Sia , come  fopra  , la  retta  AB 
( Fig.  r.  ),  che  debbafi  tagliare  extrma,  & media  r atto- 
rie . Sia  AB  — af  e fia  C il  punto  , che  fi  cerca  ; farà 
AC—x , e però  CB  — a — x.  La  condizione  impollaci  è, 
che  debba  eflere^B,  AC::  AC,CB,cìoèa,x::x,a — x , 
ma  per  la  natura  della  proporzione  geometrica  il  prodótto 
degl’etlremi  è eguale  al  prodotto  dei  mezzi,  adunque  farà 
aa  — ax—xx  , ed  eccoci  all’equazione.  Sieno  dati  tre  nu- 
meri. 


Digitized  by  Google  1 


ANALITICHE.  73 

meri,  il  primo  fia  4.,  il  fecondo  5.,  il  terzo  io.,  e fi  cer- 
chi un  quarto  numero  tale,  che  fe  dal  prodotto  di  quello 
nel  terzo  fi  fottragga  il  primo,  ed  il  reflo  per  elfo  primo 
fi  divida;  il  quoziente  fia  eguale  al  fecondo  numero  dito. 
Sia  * il  numero  cercato; adunque  il  prodotto  di  quello  nel 
terzo  farà  io*1,  e fottraendo  il  primo,  io*—  4,  e dividen- 
do per  eflò  primo , io.v—  4,  ma  per  la  prelcrizionc  del 

4 

problema  deve  eflere  io*—  4 eguale  al  fecondo  numero 

4 

«feto  5;  ecco  adunque  l’equazione  io*  — 4=5. 

4 

Dati  nel  triangolo  ABC  ( Fig.  4.  ) i lati  AC—a, 
BC~b,  e la  bafe  AB—c',  fi  ricerca  in  efia  il  punto  D ta- 
le, che  alzata  D H parallela  a BC,  fia  il  quadrato  di  DH 
eguale  al  rettangolo  di  ADXDB.  Si  chiami  AD  — x, 
adunque  farà  DB—c—x,  e per  i triangoli  limili  ABC, 
ADH  farà  DH—bx,  e però  adempiendo  ciò,  che  il 

e 

problema  richiede , farà  l’ equazione  bbxx  — ex  — ** . 

~77"  ■! 
63.  Se  il  dato  triangolo  ABC  farà  rettangolo  in  B 

nons’aviàa  denominare  AC—a , ma  bensì  ~^bb+-  cc  per 
efprimere  con  ciò  la  condizione  data  dell’  angolo  retto  . 
Cosi  fc  nel  femicircolo  A E D ( Fig.  2.  ) farà  dato  il  dia- 
metro AD-  2j,  il  fegmemo  AC~b,  non  però,  perchè 
fia  data  in  confeguenza  la  CE,  li  pouà  efprimere  con_ 
una  qualunque  lettera,  ma  dovià  dcccminarfi  per  In.. 

K pro- 
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proprietà  del  circolo  col  farli  —Vii b — bb  appunto  per 
indicare  , che  ella  fu  ordinata  del  circolo  al  punto  C;  e 
ciò  generalmente  s'intenda  doverli  fare  in  tutti  i cali  di 
fimil  natura. 

<?4.  Ma  cò,  che  può  fare  qualche  difficoltà  fi  è, che 
il  più  delle  volte  le  linee  date  nella  figura  , con  cui  viene 
propoflo  il  problema,  non  ballano  per  avere  quelle  quan- 
tità, o fia  denominazioni,  che  fono  necellàrie  per  giugne- 
rc  alla  equazione  . Un  tale  calo  farebbe,  fe  date  di  pofi- 
zione  ( Firs.  *.  ) due  rette  indefinite  A E , AF,  ed  il  pun- 
to C,  veniffie  propoflo  di  condurre  dal  punto  dato  C la 
retta  C F talmente,  che  formalTe  il  triangolo  A r-  F egua- 
le a un  dato  piano.  La  efpreffione  del  triangolo  A EF  fa- 
rebbe la  metà  del  prodotto  di  AF  in  EG,  abbi  (Tata  E G 
perpendicolare  ad  AF;  fia  adunque  AF~xy  ma  non_. 
perciò  farà  mai  poffibile  inferire  dalle  fole  deforme  linee 
il  valore  di  ella  EG  . In  limili  incontri  fa  d’uopo  di  com- 
porre la  figura  conducendo  parallele,  alzando  perpendi- 
colari , formando  triangoli  limili,  deferivendo  circoli,  o 
ufando  airi  limili  artifizj  della  Geometria  comune,  de* 
quali  non  è poffibile  adeguare  regola  alcuna,  dipendendo 
effi  dalle  circollanze  del  problema,  dall’ indù  firia,  dalla 
pratica,  e fpcfTo  dal  cafo;  ordinariamente  però  fogliono 
fervire  le  propofizioni  y.  13.  iy.  27.  2p.  32.  47.  del  primo 
libro  di  Euclide  ; alcune  del  fecondo  ; le  20.  21.  22.  27. 
31.  3y.  3<*.  del  terzo;  le  1.  2.  3.  4.  y.  6.  7.  8.  del  fello  ; 
cd  alcune  dell’ undecimo,  e duodecimo  per  i iolidi . Nel 

pro- 
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propoflo  problema  adunque  dal  punto  dato  C fi  conduca 
CD  parallela  ad  E A,  ed  EG,  CB  perpendicolari  ad  FA 
prodotta.  Poiché  lono  date  di  pofizione  le  rette  A E , 
AF,  ed  il  punto  C,  faranno  date  di  grandezza  le  AD, 
CB.  Sia  adunque  A D~  a,  CB~b , A F~  x , ed  il  dato 
piano  ~cc.  Poiché  i triangoli  FDC,  FA  E fono  fimili  , 
come  pure  fimili  tra  loro  i triangoli  DCB,  A EG , faran- 
no le  analogie  D F,  A F : : D C , A E : : BC,  EG\  e però 
DF , AF  : : BC,  EG,  cioè  a + x,xi:b,EG,  onde  farà 
EG  — bx,  e perchè  il  triangolo  AEF , cioè  la  metà  del 

a 4-  x 

prodotto  di  AF  in  EG  deve  edere  eguale  al  dato  pia- 
no cc\  farà  finalmente  l’equazione  bxx  zzcc. 

la  \ x 

65.  La  fola  propofizione  de’  problemi,  che  fin  qui 
ho  prefi  per  tfempio  , mi  a immediatamente  portata  all’ 
equazione  appunto  , perchè  mi  à comandato  di  fare,  che 
due  quantità  fodero  ugnali  ; ma  non  cosi  fuccede  quando 
da  alcune  quantità  date  viene  propofio  di  ritrovarne  dell’ 
altre  fenza  qualche  condizione  , che  efpredamente  all’ 
equazione  ci  porti.  Allora  conviene  con  un  pd  d’arte  pro- 
cacciarcela, e ciò  col  ritrovare  (componendo  la  figura,  fe 
è necedario  ) per  mezzo  di  diverfe  proprietà,  due  diffe- 
renti efpredioni  della  medefima  quantità,  ed  inlìituire  fra 
ede  l’equazione.  Ho  detto  per  mezzo  di  diverfe  proprie- 
tà , perchè  la  fleda  proprietà  comunque  fi  vuole  maneg- 
giata darà  fempre  la  medefima  cfpredtone.  Addurrò  tre 

K 2 cl'em- 
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elcmpj,  che  per  ora  pollano  badare. 

Dato  il  triangolo  CDB  ilofeele  ; ( Fig.  6.  ) fi  d:man- 
da  il  diametro  del  circolo  CADB,  a cui  egli  fia  infcritto. 
Si  faccia  COzj,  CB  — BD  — b,  BA~x,  diametro  ri- 
cercato, e fi  tiri  la  CA.  Saranno  fintili  i due  triangoli 
ABC,  BCE,  per  efTer  retti  gl' angoli  BCA  , CE  B , e 
però  farà  A B,  BC\.  BCt  BF. ; cioè  x,  b b , BE;  onde 

BE—hby  ed  è pure  CE  la  metà  di  CD,  onde  z , e_* 

•f  — » 

per  l’angolo  retto  CEB  farà  CB—at 14-  è4  ; ma  il  qua- 

4 XX 

drato  di  CB  è anche  zzbb,  e però  farà  l’equazione-» 

bb  — aa-h  b*  . 

4 XX 

Dati  nel  triangolo  ABC  ( Fig.  7.  ) i tre  lati,  ed  ab- 
ballata la  perpendicolare  A E fopra  BC  dall’angolo  Ay  fi 
domandano  i due  fegmenti  B E , £ C.  Sia  AB  — a,  AC—  by 
BC—Cy  BE  — Xy  farà  EC  = c~  x . Per  la  47.  del  primo 
d’ Euclide  farà  il  quadrato  di  A E uguale  al  quadrato  di 

AB  meno  il  quadrato  di  B E,  cioè  A E — A B — BE',  ma 

per  la  fletta  farà  pure  AE  — AC—EC  , adunque.» 

AB  — BE  — AC—  CE  , e polle  l’ efprefltoni  algebriche  , 
farà  aa  — xx  ~ bb  — cc  +-  2 ex  — xx  . 

In  altro  modo  ancora.  Si  conduca  E F perpendicola- 
re ad  AB.  Per  l’8.  del  6.  d’ Euclide  farà  AB,  B E : : B E, 
BF , cioè  ti,  x ::  x , BF,  c però  BF~  xx  ; adunque.» 

a 

A F~ 
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AF  — a — xx\  ma  per  la  fielTa  propofizione  8.  farà  pure 

4 

X 

AF,  A E : : AE , AB,  e però  farà  A E — ai  — xx  . Con- 
dotta dal  punto  E la  retta  E M perpendicolare  ad  A C , con 

— I 

10  {ledo  raziocinio  fi  troverà  AE  — bb — cc  + 2r.v  — xx , e 
paragonati  fra  loro  quefli  due  valori,  av raffi  l’equazione  , 
come  prima,  aa — xx—bb — cc+-  icx  — xx  . 

Dato  il  quadrante  AHM  (Fig.  8.)  e le  tangenti  AI, 
HK  dei  due  archi  AH,  HD ; fi  dimanda  la  tangente  AB 
della  fomma  de'  due  archi  dati . Sia  il  raggio  C A— a ,A\~b, 
HK  — c , AB  — x.  Per  avere  una  equazione  fi  tiri  normale 
fopra  AC  dal  punto  D la  DE;  quindi  per  i triangoli  fimi- 

11  CBA , CD  E fi  troveranno  i valori  di  CE,  e di  DE  ; 
fi  procuri  adunque  di  vedere,  fe  ci  venga  fatto  di  deno- 
minare in  un’ altra  maniera  la  flefla  DE;  e perciò  fi  tiri 
DE  perpendicolare  a CFJ;  e per  mezzo  de’  triangoli  li- 
mili CAI , CEO  fi  averanno  le  £0,  CO;  fimilmentc  per 
mezzo  de’ triangoli  CHK , CFD  fimili  averaflì  la  ED; 
e dai  triangoli  fimili  CEO,  FOD  fi  caverà  OD  ; e però 
farà  ED-EO+-OD,  che  ci  darà  l’equazione  analitica . 

’O  riferito  il  folo  ordine,  che  potrebbe  tenerfi  per 
giugnere  all’  equazione  , ommettendo  le  attuali  operazio- 
ni , perchè  in  altro  luogo  fi  fcioglierà  il  problema  com- 
pitamente . 

66.  Conviene  pure  ufare  qualche  forta  d’indufiria 
per  giugnere  all’equazione  in  que’  Problemi , ne’  quali  fi 

tratta 


\ 
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tratta  di  angoli , c ciò  con  1* artifizio  di  pattare  dalle  prò- 
prictà  degl' angoli  a quelle  delle  linee  , che  entrano,  o 
polTono  entrare  nel  problema  . Ne  prendo  un’  efempio 
dalla  propofizione  10.  del  lib.  4.  d' Euclide  . Debbad 
(F/g.9.)  fopra  la  retta  AB  cofiruire  il  triangolo  ABC , il 
di  cui  angolo  A fia  la  metà  tanto  dell’angolo  ABC,  quan- 
to dell' angolo  ACB.  Il  triangolo  ABC  Ila  il  ricercato  , 
adunque  faranno  tra  loro  eguali  i due  angoli  ACB , ABC, 
quindi  eguali  i lati  A C,  AB,  c fe  s’intenda  condotta  li_. 
retta  CD  tale  , che  divida  in  due  egualmente  l’angolo 
ACB , diranno  fintili  i dua  triangoli  ACB  , CDB , e fi 
avrà  l’analogia  A B , B C::  B C , B D , mzCi  ì BC=DC=:AD, 
adunque  farà  AB,  AD  ::  AD,  DB,  ed  ecco  ridotto  il 
problema  propello  all’altro  di  dividere  la  data  AB 
extrema  & inedia  rottone.  Sciolto  pertanto  quello  fecondo 
problema,  cioè  ritrovato  il  punto  D , farà  fciolto  il  propo- 
llo ancora,  perchè  divifa  DB  per  metà  in  E,  fe  fi  alzerà 
la  perpendicolare  EC , che  incontri  in  C l’arco  BC  del 
raggio  AB,  e fi  conducano  dal  punto  Clc  rette  C A,  CB , 
il  triangolo  A CB  farà  il  ricercato  . 

Ritrovata  adunque  l’equazione  del  problema,  fa 
d’ uopo  da  ella  ricavare  i valori  della  incognita , cioè  ri- 
durre effe  incognita  ad  ettere  eguale  a fole  quantità  date  , 
nel  che  confifle  la  foluzione  del  problema  , e ciò  dicefi 
rifolvere  l'equazione  . 

Ma  prima  è bene  richiamare  alla  memoria  alcuni 
alfiomi  ; cioè 

1. 
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1.  Se  a due  cofe  eguali  fi  aggiungeranno  , o da  die 
fi  foirrarranno  cofe  eguali , le  forame , o differenze  faran- 
no parimente  eguali . 

2.  Se  cofe  eguali  fi  moltiplicheranno  , o fi  divideran- 
no per  cofe  eguali,  i prodotti,  o i quozienti  faranno  eguali. 

3.  Se  da  cofe  eguali  li  caverà  radice  di  indice  eguale, 
i rifiatanti  faranno  eguali  . 

4.  Se  cofe  eguali  fi  eleveranno  a poterti  di  efponen- 
te  eguale,  i rifultanu  faranno  eguali. 

Dal  primo  di  quelli  affiomi  fi  ricava  , che  fe  fi  vorrà, 
che  un  qualunque  termine  dell’equazione,  il  quale  fia  da 
lina  parte  del  fegno  d’egualità,  palli  dall'  altra,  fi  potrà 
fempre  farlo  fenza  punto  togfere  l’eguaglianza.  Sia  l’equa- 
zione ax  +-  bb~—  xx  +-  cc\  fi  agg:urga  xx  all’uno,  ed 
all’altro  membro  dell’  equazione  , farà  ax  -t-  bb  +■  xx  = 
— xx  +-  cc  + xx , ma  — aw+x*'  fi  elidono,  e rimante 
ax  + bb4-  xx  — cc  \ ed  ecco  il  termine  xx  paffato  nel  pri- 
mo membro  dell’equazione,  da  cui  fe  in  oltre  fi  fottrarrà 
bb , fati  ax +•  bb  4- xx  — bb~cc— b!r,  m xbb  — bb  fi  elido- 
no, e rimane  ax  4-  xx~cc  — bbt  ed  ecco  il  termine  bb 
paffato  nel  fecondo  membro  dell’equazione.  Adunque», 
generalmente  quando  vogliafi,  che  un  qualunque  termine 
parti  da  una  parte  all’altra  del  fegno  d’egualità,  bifferà 
fcriverlo  nell’altra  con  mutargli  il  fegno.  In  confeguenza 
di  ciò  fi  potrà  adunque  rendere  a noffro  talento  pofitivo 
un  qualunque  termine,  che  nell’equazione  fia  negativo,  e 
vicendevolmente  ; e ciò  con  lo  fcriverlo  col  fegno  mutato 

dalla 
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dalla  oppofta  parte  del  fegno  d'egualità  a quella,  in  cui  fi 
trova;  e però  aa  — xx  — bb  farà  loiìeiTo,che  aa  — bb  — xx, 
o fia  xxzzaa  — bb.  Quindi  fe  nell’uno,  e nell’ altro  mem- 
bro dall’equazione  vi  farà  lo  fletto  termine  , ed  affetto  dal 
medefimo  fegno, potrà  effo  da  ambi  i membri  cancellarli, 
lenza  Togliere  l’eguaglianza,  come  fe  folle  ax  —xx  — bb  —xxt 
fi  fcrivcrà  ax  - bb  ; imperciocché  trafportando  dalla  op- 
polìa  parte  il  termine  — xx , farebbe  ax-  xx  + xxzzbb, 
o pure  ax -bb  — xx+-xxt  ma  - xx  e + xx  fi  elidono  ; 
adunque  farà  ax-bb.  Lo  fletto  fegue  fe  in  luogo  di  tras- 
portare il  termine  ad  ambi  i membri  comune, etto  ad  am- 
bi fi  aggiunga,  fe  nell’equazione  è negativo,  o fi  fottrag- 
ga , fe  è pofitivo  ; cosi  fe  b ax—  xxzzbb  — xx , farà  anche 
ax  — xx  +•  xxzzbb  — xx+-xx,  cioè  axzzbb  . 

68.  Dal  fecondo  aflioma  fi  ricava,  che  fe  un’equa- 
zione averà  delle  frazioni  fi  potrà  fempre,  fenza  togliere-, 
l’egualità,  da  ette  liberare  con  ridurre  ciafcun  termine  al 
comun  denominatore,  ed  indi  ommttterc  etto  denomina* 
tore,  appunto  perchè  quantità  eguali  per  eguali  moltipli- 
cate fanno  prodqtti  eguali . Sia  a — xx^  — b\  riducendo  al 

b 

comune  denominatore  farà  ab—  xx  — bb,  e moltiplican- 

b b 

do  ambi  i membri  dell’equazione  per  è,  cioè  ommetten- 
do  etto  denominatore  &,  farà  ab  — xx  — bb  . E fe  in  oltre-, 
fi  voglia  , che  il  termine  — xx  fia  pofitivo  , fi  farà 
ab  — bb±xx,o  fia  ( che  è lo  lidio  ) .v.v  -t-bb  — ab,  o pu- 
re 
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re  xxrzab  — bb.  Sia  ax  — bxx~ab,  riducendo  al  comu- 

x a 

ne  denominatore  farà  aax—  2 bxx  — zaab  , e moldplican- 

%a  za 

do  l’uno,  e l’altro  membro  per  za  ; averaffi  aax  — 
zbxx  — zaab . E fe  fi  voglia  di  più,  che  il  termine  2 bxx 
fia  pofitivo,  e in  oltre  che  tutti  i termini,  i quali  conten- 
gono la  lettera  x , fieno  da  una  parte  del  fegno  d’eguali- 
tà , fi  faccia  zbxx  — aax  ~ — zaab  , o riduccndo  l’ equa- 
zione al  zero,  zbxx  — aax  + 2 aab  — o . 

69.  Per  lo  ftcffò  affioma  fi  potrà  liberare  qualunque 
lettera  , a piacere  , nell’equazione  , o fua  potettà  dal  co- 
efficiente , cioè  da  quella  quantità  , in  cui  effa  fia  per  av- 
ventura moltiplicata,  e ciò  dividendo  ciafcun  termine  per 
eflò  coefficiente  ; Sia  pertanto  2 bxx  — aax  — — z aab  , 0 
debbafi  liberare  xx  dal  coefficiente  zb  ; adunque  dividen- 
do l’uno  , e l’altro  membro  dell’equazione  per  la  fieffiu. 
quantità  zbt  i quozienti  faranno  eguali , cioè  zbxx  — aax— 

xb 

—zaabtc  però  xx  — aax  ——  aa.  Sia  ax  — a 1 = bb—  3 bxx  —bx, 

1 b ib  b x« 

e fi  voglia  , che  la  xx  fia  pofitiva  , libera  dalle  frazioni  , 
e da’  coefficienti , e che  tutti  i termini , che  in  qualunque 
modo  contengono  la  lettera  x j fieno  da  una  parte  del  fe- 
gno d’egualità  , e gli  altri  dall’  altra  . Si  feriva  adunque.» 
3 bxx  + bx  +-  ax— bb  +-  a ' ; fi  moltiplichi  per  za  ciafcun  ter- 
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minc,e viene l’cq  )azione5Ì-A:À*+-  2 abx -r  2aax—2abb  + 24% 

T 

fi  divida  finalmente  ciafcun  termine  per  3 b,  e farà  l’equa- 
zione xx  ■+  ìabx  +•  2.iaxzzia*  -f  2ah,  che  à tutte  le  con- 

3 * 1*6  3 

dizioni  ricercate  . 

70.  Dal  quarto  ailìoma  fi  ricava,  che  fc  una  equazio- 
ne conterrà  radicali  , o Tordi  , fi  potrà  da  eflì  liberare-» 
fcrivendo  il  termine  , o i termini  fordi  da  una  parte  del 
fegno  d'egualità  , ed  i razionali  dall’altra  , indi  facendo  il 
quadrato  dell’  uno  , e dell’  altro  membro  dell’  equazione  , 
fe  la  radice  è quadrata  ; il  cubo  fe  è radice  cuba  ec.  Così 

efiendo  Waa  — xx+-  a=x  fi  feriva,  porto  il  termine  a dall’ 

altra  parte  del  fegno  d’egualità,  v/aa  — xx  — x — a,  e pei  ò 
quadrando,  aa  — xx  — xx  — 2ax  +•  aa  ; cioè  ixx  — lax—  o, 
o fia#  —a—Oj  dividendo  per  ix  comune  ad  ambi  i mem- 

bri;Cosi  efiendo  aax  — x'  — a+-  amo;  fi  feriva  Y^aax—x  * m 
a — Xy  e fatti  i cubi,  farà  aax  — x 1 = a * — 3 aax  ■+-  3 axx—  x * , 
cioè  $axx—  qaax  +■  4J  = o,  o fia  $xx  — ^ax  4-od  — o, divi- 
dendo per  a . 

Che  fe  i termini  radicali  fofiero  due  o più  , onde  in 
una  operazione  fola  non  fparifiero,  erta  fi  ripeta  fino  che  bi* 

fogna  . Così  U' bx •=  a -t-  Vax  fi  feriva  l 'bx—  i^ax^att 
quadrando  , bx  +•  ax  — 2 1 'abxx  — aa,  cioè  bx  +-  ax  — aa  — 

2 l/abxx  , e di  nuovo  quadrando  , bbxx  +•  aaxx  +-  a*+- 
2 abxx  — 2aabx  — 2 a* x — 4 abxx  , cioè  bbxx  — 2abxx  +■ 

aaxx — 
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aaxx—  taabx~  ta'x-h  a*  =0 . Cos'ir ~ yy  -a\/ay-yy, 
quadrando , far  a yy  zz  ay  -*r  yy  ~ a \s  ay yy  ; cioè  oy  — 

aVay—yy  , e di  nuovo  quadrando  , aayy  — a' y — aayy  , 
vale  a dire  laayyzza'y , o Ha  ìyzza. 

71.  Premette  quelle  cofe  , è facile  la  maniera  di  ri- 
Xolvere  le  equazioni  per  avere  in  quantità  date  il  valore^ 
della  incognita  , che  ferve  alla  foiuzione  del  problema».  . 
Ma  prima  11  fuppongano  le  equazioni  liberate  dalla  afim- 
metria  , cioè  da’  radicali  nel  cafo  , che  l’incognita  fatto 
fattp  al  vincolo  , ed  indi  ridotte  all’  efprefllone  più  fera- 
plice  cancellando  que’  termini , che  fi  elidono  , fe  tali  ne 
avelie  ; fe  l’uno  e l’altro  membro  fodero  per  la  fletto 
quantità  moltiplicati , dividendoli  ; o fe  fallerò  divi  fi  , 
per  etta  moltiplicandoli  ; come , per  efempio  , fe  fotte 

axx  — aax  a-  aabzz  a1  + aab  fi  ridurrebbe  ad  eflere  xx~+ 
b T' 

ax  = aa  . In  oltre  per  primo  termine  dell’  equazione  fi 
intenda  il  completto  di  tutti  i termini  , che  contengono 
l’incognita  alla  mattjma  potellà  ; per  fecondo  termine  il 
completto  di  tutti  i termini , che  contengono  la  incognita 
alla  poteflà  di  un  grado  inferiore  , e cosi  di  mano  in  mar 
no  ; e per  termine  cognito  il  completto  di  tutti  i termini-, 
che  in  nettun  modo  ettà  incognita  contengono  . Quindi 
nell’  equazione  axx  — bxx  -bbx-,  aax  — a'  — b ’ , o fia», 
axx  — bxx  — bbx  — aax  4-  b 1 ~ a ' zz  o , farà  axx  — bxx  , 

cioè  xxXa  — b il  primo  termine  ; ».  bbx  — aax  , cioè 

L 2 
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x X — (JJ  — bb  il  fecondo  ; — a ' 4-  b 1 il  cognito . Nell  equa* 

zionc  a.ixx  — abxx  -1-a4  — b*—  a'b—  o fara  aa~~abX  xx 
il  primo  termine  ; il  fecondo  manca  ; ed  a*—b*  — a'b  il 
cognito.  Nell’equazione  ax'  +•  bx'  — —a4  — 0 fara 

a+  by,xì  il  primo  ; ~~aaxx  il  fecondo  ; il  terzo  manca  ; 
c — a*  l’ultimo,  o il  cognito;  e cosi  dicafi  dell' altre  equa- 
zioni . E qui  devefi  notare,  che  il  termine  , per  efempio, 
aaxx~-bbxx  (il  che  s’intenda  di  qualunque  altro  compo- 
rlo di  fegni  contrarj)  può  edere  quantità  pofitiva  , o nega- 
tiva , e farà  pofitiva  fe  aa  fia  maggiore  di  bb  , negativa  fe 
all’oppofto  ; e però  fe  fi  dirà  in  appredb  di  rendere  polt- 
rivo un  fimil  termine  nell’ equazione, bifognerà  a ciò  ave- 
re riguardo  . 

7 1.  Ciò  pollo  ; per  rifolvere  le  equazioni , in  primo 
luogo  fe  l’equazione  à frazione  , nel  di  cui  denominatore 
fia  l’incognita  , fi  riduca  al  comun  denominatore  ; in  fe- 
condo luogo  fi  renda  pofitivo  il  termine  della  maflìma_. 
poterti  dell’  incognita  , e fcritti  da  una  parte  del  fogno 
d’egualità  tutti  i termini  nell’  ordine  loro  , che  contengo- 
no erta  incognita  , fi  ferivano  dall’altra  i cogniti  ; in  terzo 
luogo  fe  il  primo  termine  , cioè  quello  della  maffima  po- 
terti dell’incognita,  averte  un  denominatore,  fi  liberi  dalla 
frazione  nel  modo  detto  al  num.<58.,  e finalmente  fe  avef- 
fe  coefficiente  , cioè  fe  forte  moltiplicato  in  qualche  quan- 
tità data  , da  erto  coefficiente  fi  liberi  ( n.  tfp.  ) 

E’  facile  il  vedere  , che  in  quella  guifa  operando  , fe 

l’equa- 
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l'equazione 'avrà  l’incognita  a una  fola  dimenfiotie  , farà 
ella  anco  interamente  rifoluta  , e ridotta  la  fletta  incogni- 
ta eguale  a fole  quantità  date  , che  è quanto  fi  pretende 
di  fare . Sia  l’equazione  aa  —ff  — bbx  — aax , e Ila  aa  mag- 

zm 

giore  di  bb.  Per  rendere  pofitivo  adunque  il  termine  dell’ 
incognita  fi  feriva  aax  — bbx  —Jf — aa , e liberando  dal  de- 

1 rn 

nominatore,  e coefficiente,  farà  x~rm  Xff—  aa  » valore 

aa  — bb 

interamente  cognito  . Se  fotte  aa  minore  di  bb  , in  quello 
cafo  il  termine  dell’incognita  bbx  — aax  farebbe  politivo  , 

1 a 

uè  occorrerebbe  trafportarlo , e fi  avrebbe  x = 2 wXm-f- 

bb  — aa 

73.  Anzi  quando  anche  l’incognita  fia  elevata  a qua- 
lunque poteflà,  purché  alla  fletta  in  tutti  i termini  ne* 
quali  fi  trova,  cioè  ( che  vuol  dire  lo  fletto  ) purché  l’in- 
cognita formi  un  fol  termine,  per  I’afiìoma  3.  fi  rifolverà 
l’equazione,  e fi  avrà  ettà  incognita  eguale  a fole  quantità 
date  col  eflrarre  dall’uno,  e dall’altro  membro  dell’equa- 
zione la  radice  di  quell’indice,  di  cui  è la  poteflà.  Sia_. 
l’equazione  bb — aa  — axx  — bxx  . Per  rendere  pofitivo  il 

%C 

termine  dell’incognita  fl  feriva  axx  + bxx  = aa—bb,  e li- 

XC 

berando  dalla  frazione , e dal  coefficiente,  xx—i c'Xaa  — bb , 

«4-  b 

cioè 
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cioè  xx~tac—  tbc,  facendo  l’attual  divifione  per  a+bt 

giacche  fi  può,  e finalmente  cavando  la  radice  quadrata  , 

farà  *=  ± i^zac  — ibc~.  Ho  pofio  alla  radice  il  legno  am- 
biguo per  ciò,  che  fi  è detto  al  num.  15.  Per  la  lleffiL» 

ragione  fe  folle  x'zza'-t-b’,  fi  averebbe  x — ’ a '*-b'  , 

e cosi  dell' altre  generalmente . 

74.  Ma  fc  l’equazione  contiene  l’incognita  al  qua- 
dratoelevata, e in  oltre  il  rettangolo,  o fia  il  prodotto 
della  fiefla  incognita  nelle  quantità  note,  cioè  il  fecondo 
termine,  (e  dicefi  equazione  di  quadratica  affetta,  ficco» 
me  quando  manca  il  fecondo  termine  di  quadratica  fem- 
plice  fi  appella  ) preparata  effa  come  fi  è detto,  all’uno, 
ed  all’altro  membro  della  equazione  fi  aggiunga  il  qua- 
drato della  metà  del  coefficiente  del  fecondo  termino 
( vale  a dire  il  quadrato  della  metà  di  quella  quantità  co- 
gnita intera,  o rotta,  che  moltiplica  la  incognita)  ed  il 
primo  membro,  come  è manifefto,  farà  Tempre  un  qua- 
drato, la  di  cui  radice  farà  il  compleffo  dell’incognita,  e 
della  metà  di  effo  coefficiente  con  il  fuo  fegno  naturale  ; 
c però  effraendo  la  radice,  quello  compitili)  farà  eguale 
alla  radice  quadrata  del  fecondo  membro  , e trafportzndo 
la  metà  del  coefficiente  , come  quantità  cognita , farà  fi» 
miniente  la  incognita  eguale  alla  fomma  , o differenza., 
( fecondo  la  natura  de’  fegni)  della  radicale,  e di  etfa  me- 
tà del  coefficiente  . Sia  l’equazione  xx+  iax~bb\  fi  ag- 
giunga all’uno,  ed  all’altro  membro  il  quadrato  dclla^ 

metà 
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metà  del  coefficiente  del  fecondo  termine,  cioè  aa , e fa- 
rà xx  +■  ìax  + aa  — aa  +-  bb , e cavando  la  radice,  x •+  a~aa 

+:  V'aa  + bb,  e trafponendo,  x—  £ I /aa+  bb  — a. 

Sia  l’equazione  bbx  — aax  — mxx  +-  aabb~  o . Ren- 

m 

dendo  pofitivo  il  maffimo  termine  , ed  ordinando  l’equa- 
zione , farà  mxx+  aax  — bbx  — aabb  , c dividendo  per  m , 

m 

xx 4- aax  — bbx  — aabb  ; adunque  aggiungendo  ad  ambii 

m mm 

membri  il  quadrato  della  metà  del  coefficiente  del  fecon- 
do termine,  cioè  a aaabb^-b*  ,fì  avra  xx  4.  aax  - bbx  ■+ 

4 mm  m 

a*—  aaabb-*-  b*~a4—  iaabb+-  b*+-  aabb  , e cavando  la  ra- 

4 mm  4 mm  mm 

dice , x +■  aa  — bb  ~ ♦ — taabb  +-b*+  aabb , c riducendo 

4 m m mm 

al  comune  denominatore  il  radicale , e trafponendo  il  termi- 
ne cognito  aa—bb,  farà  x~  — aa+  bb±L}/a*+-  2 aabb+-b*\ 

11 n 1 m 4 mm 

ma  la  radice  fi  può  attualmente  ellrarre , ed  è tanto 
aa  + bb,  quanto  — aa—  bb,  per  ragione  del  fegno  ambi- 

x m x m 

guo  ± , e però  faranno  due  i valori  della  x , uno 
x — — aa+  bb+  aa  + bb  , o fia  xizbb  , c l’altro  x — 

1 m m 

— aa  4-  bb  — aa  — bb , o fia  xzz  — aa . 

x 1»  m 

75.  L’ambiguità  adunque  del  fegno,  che  feco  porta 

la 
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la  effrazione  della  radice  quadrata , fomminirtra  due  valo- 
ri dell’incognita  , i quali  poflono  efferc  ambi  politivi  , 
ambi  negativi , un  pofitivo  , e negativo  l’altro , e talora— 
ambi  immaginari  , fecondo  le  quantità  note  onde  fono 
comporti . Nell’equazione  finale  , per  efempio  , * = 
±_  ì/aa  + bb—a  un  valore  , cioè  k'  aa+-  ob-a  farà  pofiti- 
vo , perchè  elTendo  i/aa  +•  bb  maggiore  di  a , la  differenza 
è pofitiva  ; l’altro  valore , cioè  — V aa  +-  bb  — a farà  negati- 
vo , come  è maniferto.  Nell’equaz;one  xrzo+V'aa  — bb 
( fuppofto  b minore  di  a ) ambi  i valori  faranno  pofitivi , 

perchè  l /aa  — bb  è minore  di  a \ e per  la  fteffa  ragione— 

nell’equazione  x — iz  Vaa — bb  — a ambi  i valori  faranno 
negativi;  che  fe  folle  b maggiore  di  a,  ambi  farebbero 

immaginar],  come  o notato  al  n.  15*»  perchè  Vaa  bb 
farebbe  radice  di  quantità  negativa  . Nell’  equazione- 
*♦- a4_b*  ,che  efigge  due  volte  la  effrazione  della  radice 

quadrata,cioè xx~±.  va*—b*  ,edindi x — ±.  f^±\ /a*-b  , 
quattro  fono  i valori , due  reali  pofitivo  l’uno,  e negativo 

l’altro , cioè  £ ^ -+l/a*~b* , fupporta  b minore  di  a, 

gl*  altri  due  immaginai),  cioè  x=±  ^ ^4  — b* , fi- 
quando  b fia  maggiore  di  a tutti  quattro  faranno  immagi- 
nar] ; in  proporzione  fi  difeorra  dell’  altre  equazioni . 
I valori  negativi,  che  diconfi  ancora  fai  fi,  fono  niente 
meno  reali  de’ politivi , e quella  fola  diverfità  anno,  che 


; 
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fc  nella  foluzione  del  problema  i politivi  fi  prendono  dat 
punto  fitto  principio  dell'incognita  verfo  una  parte,  i ne- 
gativi fi  prendono  dallo  fieflb  punto  verfo  la  parte  oppo- 
fia  . Sia  (F/g.  io.)  A il  principio  dell'incognita  x di  un-, 
problema  , e l'equazione  finale  fia,  per  efetnpio  x—iza\ 
fi  prenda  AB- a,  fittato  adunque,  che  da  A verfo  B fieno 
1 politivi,  farà  AB  ~a  il  valore  pofitivo  di  x , ed  in  con- 
feguenza,  prefa  AC—ABt  ma  dalla  parte  contraria  del 
punto  A ; farà  AC——a  il  valore  negativo  di  x,  ed  il 
problema  avrà  due  foluzioni , una  nel  punto  B , l'altra  nel 
punto  C . Ma  di  tutto  ciò  fi  vedrà  meglio  la  pratica  ne* 
problemi  , che  feioglierò  in  apprettò; 

7 6.  Qualora  pertanto  l'equazione  , a cui  le  condizio- 
ni de’  problemi  ci  anno  condotti , ci  fomminifira  foli  va- 
lori immaginàri  , ciò  vuol  dire  , che  il  problema  non  à 
foluzione  alcuna  , e che  è imponìbile  . Lo  (letto  fi  con- 
cluda quando  la  equazione  finale  ci  porta  all’atturdo , co- 
me fe  ci  datte  quantità  finita  eguale  al  zero , o il  tutto 
eguale  alla  parte  , o cofe  fimili . Tale  la  ritroverebbe-. , 
chi  nella  retta  ABziai,  Fig.  1.)  ricercatte  il  punto  C,  onde 
fotte  il  quadrato  di  tutta  eguale  alla  fomma  de’ quadrati 
delle  parti;  imperciocché  fatta  AC—x,  farebbe  aa~  xx  ■+ 
aa  — 2ax  4-  xx , cioè  ixx  — 2ax~  o , e però  x r;  a , vale  a 
dire  la  parte  eguale  al  tutto  . Atturda  pure  l'avrebbe  chi , 
alzata  fulla  retta  AB  (Fig.  11.)  la  perpendicolare  indefi- 
nita BH,  cercatte  in  efia  un  punto  C,  da  cui  conductndo 
al  dato  punto  A la  retta  C A , fuflero  parallele  le  due  CB , 

M CA; 


90  ISTITUZIONI 

C A;  imperciocché  fatta  B Azza,  BCzzx,  e prefa  BD  — 
■TX,  e condotta  DM  parallela  a BA,  farebbe,  per  i 
triangoli  CBA,  CD  M limili , 

fono  parallele  , deve  clTere  D M eguale  a B A , e però 
T~a,  equazione  imponibile  . 

Se  taluno  però  pretendere  , che  la  prima  delle  due_» 
fuperiori  equazioni  ,cioè  ìxx — 2axZZo  non  fu  altrimenti 
afTurda  , ma  che  ci  fomminidri  due  valori  benché  inutili , 
però  reali , fondato  fulla  ragione  , che  dividendo  1 equa- 
zione per  ix  — 2 a , rifulta  x"Zlo  valore  reale  , che  fcio- 
glie  il  problema;  imperocché  prefa  * = o,  cioè  divifa  U 
linea  AB  nel  punto  A , una  parte  di  eCTa  farà  zero  , e 1 al- 
tra farà  a ; e però  il  quadrato  di  tutta  eguale  al  quadrato 
delle  parti  , cioè  aa~o  +■  aa  , o fu  aa  ~ aa  ; c dividendo 
per  ix  l’equazione,  rifulta  xZL  a valore  reale  , che  fcio- 
glie  il  problema  , dividendo  la  linea  nel  punto  B ; a chi  , 
come  diffi  , cosi  pretendere  non  mi  opporrei  per  avven- 
tura ; ma  qualunque  fiaG  la  giuda  idea  di  quella  , e fonili 
equazioni , egli  è certo  però  , che  nulla  di  piu  ci  fa  iape- 
re,  fe  non  che  il  quadrato  della  linea  AB  è eguale  al  qua- 
drato della  linea  AB,  e la  linea  eguale  a fe  lleda  . 

Ho  prefo  per  efempio  d’equazione  , che  porta  all’  af- 
furdo  , quella  che  mi  dà  una  quantità  finita  eguale  a zero, 
o il  tutto  eguale  alla  parte  ; ciò  però  s’intenda  quando  la 
incognita  non  polla  elTer  grandezza  infinita  , ed  il  proble- 
ma non  fu  più  , che  determinato  , perchè  in  quelli  cafi 
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pedono  eflèr  verifiime  tali  equazioni , come  fi  vedrà 
altrove . . ; . r .*  . , 

77*  S'incontrano  pure  alle  volte  altre  equazioni  , Ie_» 
quali  dall’ una,  e dall’altra  parte  del  Pegno  d’egualità  con- 
tengono le  flefle  quantità  , e che  per  confeguenza  ridotte 
vengono  alla  fine  a concludere  o~o.  Quelle  tali  equa- 
zioni, che  0 chiamano  identiche,  ci  fanno  fapere  più  di 
quello  , che  nella  propolìzione  da  noi  fi  ricercava  , men- 
tre che  fparendo  da  effe  affatto  l’incognita,  e portandoci 
a conclufione  vera  ( perchè  è Tempre  vero,  che  il  zero  è 
eguale  al  zero  ) ci  fanno  conoscere , che  il  valore  dell'in- 
cognita è quello  , che  fi  vuole  , e che  però  la  propofizio- 
ne  non  è un  problema,  ma  un  teorema.  Eccone  un’efem- 
pio  . Nel  dato  rettangolo  AC  DE  ( Fig.  12.  ) condotta  la 
parallela  BF  ad  A E dal  dato  punto  B,  fi  dimanda  in  effa 
un  punto  tale  H,  che  tirate  agli  opporti  angoli  le  rette 
HA , HC,  HD,  HE , fia  la  fomma  de’ quadrati  di  HA, 
HD  eguale  alla  fomma  de*  quadrati  di  HE,  HC . Sia_. 
AB  — a,  BC—b,CD  — e , e fupporto,  che  H fia  il  puftfja 
cercato,  farà  BH  = x,  e però  HF—e — * P II  quadrato 
adunque  di  HA  farà  — aa+-xx,  di  HC  farà  — bb  +-,xx  , 
di  HD  farà  —bb  4-  ee — lex  +-  xx , di  H £ farà  = aa  +■  ee — • 
2ex  4-  xx  , e però  l’ equazione  a a 4-  xx+-  bb  4-  ee  — lex  4- 
xx  — bb-h  xx  4-  aa-*-  et  — ux  4-  xx , cioè  O—o,  vale  o_ 
dire  , che  dovunque  fi  prenda  nella  retta  BF  il  punto  H, 
fi  verificherà  Tempre  la  ricercata  proprietà  . 

78.  Le  equazioni  , che  ridotte  contengono  la  inco- 

M 2 gnita 
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gnira  ad  una  fola  dimenfione,  diconfi  equazioni  femplici  , 
e del  primo  grado  ; quelle  , che  la  contengono  elevata 
al  quadrato  , fieno  elle  quadratiche  femplici  o affette  , fi 
dicono  del  fecondo  grado  ; quelle  , che  U contengono 
elevata  al  cubo,  comunque  lìafi  degli  altri  termini,  fi  di- 
cono del  terzo  grado  , e cosi  del  quarto,  del  quinto  ec. 
le  altre  in  proporzione  . Quindi  i problemi,  che  da  equa- 
zioni femplici , o del  fecondo  grado  vengono  cfpreffi  , fi 
dicono  problemi  piani , perchè  fi  cofiruifcono  colla  fola 
geometria  comune  dell’ Euclide,  cioè  citrino  & regula  ; 
gli  altri  tutti  fi  dicono  folidi  , perchè  per  la  collazione 
loro  , fi  richiede  la  deferitone  di  certe  curve,  che  luoghi 
folidi  pure  fi  chiamano  . Della  rifoluzione  , e coftruzione 
de’  problemi  folidi  nulla  qui  dirò  , riferbandomi  a trattar- 
ne efprefTamente  nel  Capo  I V. 

79.  Vi  fono  molte  equazioni,  che  fembrano  a prima 
villa  di  quel  grado,  che  dall’efponente  malfimo  dell’in- 
cognita viene  indicato,  ma  che  però, debitamente  trattan- 
dole , s’abbafiano  a grado  inferiore  . Di  quello  genere 
fono  tutte  quelle , le  quali  oltre  il  primo  termine  , cioè 
quello  della  maflima  poteflà  dell’incognita,  ed  il  termine 
affatto  cognito,  un’altro  folo  ne  contengono,  in  cui  la 
incognita  abbia  la  poteflà,  che  Ila  la  radice  quadrata  della 
potellà  del  primo  termine;  come  farebbe  x*  — zaaxx±b*t 
la  quale  maneggiata  colla  regola  delle  quadratiche  affètte 
fi  riduce  ad  edere  xx  — aaiz  v a*  + . b4-  , e però  # — 

± V aaiz  Va'  -t-b*  . indiamente  xf+~a'xs — Z>‘— o, 

che 
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che  ridotta  nello  fielTo  modo  fi  trova  edere  x * — 

a' ±iV a 4 +- 4 b ° , e però  x — ~ <?  * — t-'  a 6 4 ^ S 

» > 
ed  infinite  altre  di  fimil  natura  . Sono  pure  dello  lìdio 
genere  quelle  , che  per  mezzo  dell’  efirazione  delle  radici 
pofiono  abballar  fi  a grado  inferiore;  cosi  x*  — zax'  ■+ 
aaxx  — ìbbxx  +■  2 abbx  +-  b+~  aabb  +■  b*,  ellendo  il  primo 
membro  dell'equazione  un  quadrato  , la  di  cui  radice  è 
xx  — ax  — bb , farà  l’equazione  abballata  xx  — . ax  — bb  — 

i,  b \^aa  4»  bb . Cosi  nell’  equazione  x 1 +•  3 axx  4-  3 aax = b ‘ 
fe  fi  aggiunga  a*  all’  uno  , ed  all’  altro  membro , farà 
x * 4-  3 axx  +-  3 aax  +■  a 5 = a ' -1-  b ' , ma  il  primo  membro  è 
un  cubo  , la  di  cui  radice  è x +■  a , adunque  l’equazione., 

abballata  farà  x +■  a — ^ a'  -h  b'.  Ma  non  è Tempre  cosi 
facile  il  riconofcere  , quale  quantità  debba  aggiungerli , o 
fottrarfi  dal  primo  membro  dell’  equazione  , acciocché 
egli  divenga  una  potefià  perfetta , nè  fi  può  affegnarne^ 
metodo  alcuno  , onde  in  quelli  cali  potrà  folo  aver  ufo  la 
pratica  , e l’induftria  deli’  Analifla  . 

80-  Ma  fe  il  propoflo  problema  folle  di  tale  natura  , 
che  o difficilmente , o in  neflun  modo  una  fola  incognita 
alluma  ballafie  per  avere  tutte  quelle  denominazioni,  che 
all'invenzione  della  equazione  fono  neceffarie  , in  quello 
cafo  fi  prende  una  , due  , tre  , e quante  abbifognano  in- 
cognite di  più  , mentre  che  ellendo  il  problema  determi- 
nato di  natura  fua , ci  fomminilìrerà  Tempre  materia  di 

al- 


94  ISTITUZIONI 

altrettante  equazioni , quante  fono  le  incognite  affante  ; 
col  mezzo  di  ciafcuna  di  quelle  equazioni  fi  elimina  una 
delle  incognite  , cioè  fc  ne  trova  il  valore  dato  per  le  ri- 
manenti, e per  le  cognite,  fino  a che  fi  giunga  finalmcn. 
te  all'ultima  equazione  , la  quale  conterrà  un'  incognita-, 
fola  , Cogli  efempj  s’intenderà  meglio  il  modo  di  quelle-» 
operazioni . 

Sieno  in  primo  luogo  due  equazioni  femplid  , cioè 
del  primo  grado, per  efempio , a +-  x = 
c fi  voglia  eliminare  la  y ritenendo  la  x ; per  mezzo  di 
quella,  che  fi  vuole,  delle  due  equazioni, per  efempio  del- 
la prima  , fi  trovi  il  valore  della  y colla  debita  trafpofi- 
zione  de*  germini,  e farà  >=<»+■  x — b\  quello  valore  fi  fo- 
flituifca  nella  feconda  in  luogo  della  e fi  avra  la  nuova 
equazione  ix  + o+xr-b~$bt  cioè  x — 4^  — a , e follimi- 

» 

to  quello  valore  in  una  delle  due  equazioni  propofle  in- 
luogo  della  x , fi  avrà  il  valore  della  y = 2a  +-b.  Ciò  po- 

tevafi  anche  ottenere  col  ricavare  da  ambe  le  equazioni  i 
due  valori  della  y , ed  affieme  paragonali , imperciocché 
dalla  prima  equazione  fi  ricava  y ;=  a 4-  x — b , dalla  fecon- 
da y = 3 b-  zx,  e pelò  farà  a . 4-  x — bzz$b  _ 2#,  cioè  * = 
4 b-  a,  come  prima  . 

3 81.  Nello  (ledo  modo  fi  opererà  quando  le  equa- 
zioni contengano  la  incognita,  che  fi  vuol' eliminare,  ele- 
vata alla  feconda  diluendone , mentre  per  mezzo  di  untu, 

delle 
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delle  due  date  equazioni  , o con  la  fola  trafpofizione  de’ 
termini , o colle  regole  delle  quadratiche  femplici , o af- 
fette, fe  ne  potrà  Tempre  avere  il  valore  da  foftituirfì  nell* 
altra  equazione  . Sieno  le  due  equazioni  xx  + ^ax  — $yyt  e 
2xy — $xx=4 aa,  e fi  voglia  eliminare  hy  , la  feconda-, 
darà^  = 4 aa  +-  3 xx , e però^y  = l6a * -f  zqaaxx  +-  p*4  > 

XX  * 4XX 

e fofiituito  quello  valore  nella  prima, farà  efià  xx +.  $ax  — 
/\8a++ ’jiaaxx +■  i7x+ t cioè  2$x*  — 2oax* -h  fzaaxx  + 

4 XX 

48 a*  = o . Che  fe  fi  voglia  eliminare  la  x , ritrovato  il  di 
lei  valore  per  quella, che  fi  vuole, delle  due  equazioni,  per 

efempio  per  la  feconda,  cioè  x zzy  ±. t/yv—  uaa,  e fofti- 

r i 

tuito  nella  prima , farà  ella  iyy—  \ 2aa±.2yV  yy  — 12 aa  + 

9 

fay±  $aisyy—  12 aa  — 3 yy,  e liberando  dai  radicali  , ed 

! 

ordinando  l’equazione  , farà  dopo  un  lungo  calcolo 
6ily*  — 2Ioay,  + Ó48aayy  +-  }6oj'y  +-2S44a*=o,  e divi- 
dendo per  p farà  finalmente  dpy4—  po^’  "jzaayy  +- 
40 a *y  +■  $ióa*=o  . 

82.  Generalmente  per  le  equazioni,  nelle  quali  l’in- 
cognita, che  fi  vuole  eliminare,  fu  a qualunque  grado 
elevata  in  ambe  le  equazioni  ; fi  trovi  per  mezzo  di  ciaf- 
cuna  di  effe  il  valore  della  maflìma  poteflà  della  fieffa  in- 
cognita , cioè  polla  effa  maliima  potellà  fola  da  una  parto 

del 
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del  fegno  d’egualità,  fi  pongano  dall'altra  parte  tutti  gli 
altri  termini  , e quelli  due  valori  tra  loro  paragonati  ci 
daranno  un'equazione  di  grado  inferiore;  fi  ripeta  la  ftef- 
fa  operazione  fino  a tanto,  che  fi  abbia  un’equazione  af- 
fatto fcmplicc  rifpetto  ad  erta  incognita  , ed  in  confeguen- 
za  il  fuo  valore  efprerto  per  l'altra  incognita,  c per  le  co- 
gnite , il  qual  valore  fi  fofiituifca  in  una  delle  date  equa- 
zioni in  luogo  dell*  incognita , e fue  poterti , e fi  avrà  un* 
equazione  efprerta  con  l'altra  fola  incognita  , e con  le-» 
cognite . 

Sieno  le  due  equazioni^  ' +■  aay=bxx , e y * — bxx^aax , 
e fi  voglia  eliminare  la  y ; farà  dunque  per  la  prima- 
ri— bxx  — aay>  per  la  feconda  y'-=aax+-bxx  , e però 
bxx-  aay - aax  + bxx , cioè  — a r=y,e  fatte  le  debite  foftitu- 
zioni  in  quella,  che  fi  vuole  , delle  due  equazioni,  fi  avrà 
~ x'  — aax  — bxx.  Sieno  le  due  equazioni  del  numero  an- 
tecedente xx +■  5<J*  = 3)7,  rxy-  3 xx  = 4aa,  e fi  voglia- 
eliminare  la  *.  Sarà  adunque,  per  la  prima,  **=3)?--  5 ax, 
per  la  feconda,  **  = ixy-/\aa , e però  farà  l'equazione 

1 

3W_  iax-  rxy—  404  , da  cui  averaflì  x — yyy  4-  ^aa  , e 

j ty  + 1 

querto  valore  foflituito  in  una  delle  due  proporte  eqpazioni, 

per  efempio  nella  prima  , iara 

8IV+4.7 taayy  + ita*  +■ 45<™r  +■  1 = tyy  ; 

4yy  *.  OO  ay  +■  **  > *a  %y  ■**  ' i ° 

c finalmente  riducendo  al  comune  denominatore  , farà 
fipy*—  ?oay'  4-7*aayy  +-  qoa‘y+-  $\6a*  — ot  come  fopra. 

Ma 
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Ma  fe  le  due  equazioni  non  averterò  il  martìmo  termine 
dell’incognita,  che  fi  vuole  eliminare,  alla  fierta  potefià  , 
fi  moltiplichi  l'equazione  di  grado  inferiore  per  tale  pote- 
fià di  erta  incognita,  onde  fia  dello  fiertò  grado  dell’altra, 
indi  fi  proceda  nel  detto  modo . Cosi  fe  fia  y'  — xyy  4-  3 aaxt 
ed  yy—xx  ~ xy  — 3<jj,  e debbafi  togliere  la  y;  fi  moltipli- 
chi la  feconda  equazione  iny , onde  Cuy'  — xxy  — xyy—  ^aay, 
e però  xyy  4-  3 aax  — xxy  — xyy  — %aay  . Da  quella  fi  cavi 
il  valore  di  yy,  cioè  yy  — xxy—  ^aay—^aax  , il  quale  pa- 
ti 

ragonato  col  valore  di  yy  dato  dalla  feconda  equazione 
propofia  yy-xx  — xy  — 3 aa}  darà  xxy—  3 iay  — ^aax  zz 

IX 

xx  — xy  — ^aa  , cioè  3*.vy  — $aay+.  ^aax—  ixl , e però 
y—ix’  — laax,  e fofiituito  quefto  valore  in  una  dello 

J XX—  j «« 

due  propofte  equazioni  , come  nella  feconda  , farà 
4**—  iia<ix*+-9a*xx  — xx  — 2**4-  %aaxx—  3 aa  ; cioè 
9*4—  iSaaxx+pa*  3x^  — 3 aa 

riducendo  allo  flerto  denominatore , 
x6  4-  i$aax*—4fa*xx+-  z"ja*  — o . 

Ne’  cali  particolari  poflono  eflervi  de*  ripieghi,  e 
delle  più  fpedite  maniere  per  ottenere  l’intento,  ma  non 
cadono  fotto  regola  alcuna.  Si  potrà  vederne  un’efempio 
nelle  due  equazioni  x 4-74- yyzzzob,  ed  **4-^4-  >4  = 

X XX 

140 bb.  Volendo  eliminare  la  *•;  fi  trafporti  il  termine  y 

N della 
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della  prima  dall’altra  parte , onde  fu  x + yyjz  20 b —y , « 

X 

quadrando  ambi  i membri,  xx+-  zyy+  y*—  400 bb—  qoby+yy, 
cioè  xx  +-yy  +.y*—  qoobb  — 40/y  ; ma  il  primo  membro 

K X 

di  quella  equazione  è lo  flefTo  del  primo  membro  della.* 
feconda  equazione  propolla,  farà  adunque  /\oobb—4oby~ 
140 bbj  cioè  y—  1 \h  . 

% 

83.  Con  calcolo  bensì  più  laboriofo  , e lungo  , ma— 
nello  flelfo  modo  , fe  tre  , quattro  ec.  fono  le  equazioni  * 
ed  altrettante  le  incognite  , fi  riducono  ad  una  fola  , im- 
perciocché per  mezzo  di  un’  equazione  fi  elimina  un’  in- 
cognita, il  di  cui  valore  dato  per  falere,  e per  le  cognite 
fi  foflituifce  in  ciafcuna  delle  equazioni  rimanenti  ; indi 
per  mezzo  di  un’altra  equazione  fi  elimina  un’  altra  inco- 
gnita , ed  il  di  lei  valore  fi  foflituifce  in  quelle  , che  ri- 
mangono , e cosi  di  mano  in  mano  fino  al  fine . Sicno  le 
tre  equazioni  x + y~c  -4-z;  z-t • x zza  + y;  z + y — b+-  xt 
c fi  voglia  un’  equazione  fola  data  per  z . Dalla  prima- 
equazione  fi  cavi  il  valore  della  y , cioè^  = c-t~z  — x , fi 
foflituifca  quello  valore  nell’  altre  due  , e fono  = 
a 4-  c +■  z — x,  cioè  ix  — a +•  c in  luogo  della  feconda  , e— 
z+-  c+  z—x  = b+  x , cioè  2z  —b—c+-  ix  in  luogo  della 
terza  ; in  quell’  ultima  fi  foflituifca  in  luogo  della  x il  va- 
lore, che  fi  cava  dalla  feconda  trasformata , cioè  x — a +■ 

l 

e fi 
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t fi  avrà  finalmente  2 z—  b—c-r  a +-c , cioè  z—a+b. 

X 

In  quell’  altra  maniera  pure  fi  può  operare  . Da  ciafcuna 
delle  tre  equazioni  date  fi  cavi  il  valore  , per  efempio 
della yt  vale  adire  y—c  + z — xty  ~ z+  x — a,y  ~ b+  x—  z; 
Dal  paragone  di  due  a due  di  quelli  valori , a piacere  , fi 
formino  due  equazioni , che  non  averanno  la  y ; da  una- 
dj  quelle  equazioni  fi  cavi  il  valore  dell’ altra  incognita  xt 
che  fi  follituilca  nell’altra  equazione,  vale  a dire  fi  faccia- 
no le  due  equazioni  c+z~  x—z  + x~  a , e c+z-~  x~ 
b+x—zi  dalla  prima  , fe  cosi  piace  , fi  cavi  il  valor 
della  x , cioè  x~a+ct  che  fi  follituifca  nella  feconda-., 
% 

t viene  l’equazione  c+z  — a — c ~ b a*-  c—  z , cioè 

X X 

z = <34-  b y come  fopra  , data  per  la  fola  incognita  z . Nel- 

X 

lo  Hello  modo  fi  operi  quando  le  equazioni  fono  più  com- 
polle , ed  in  maggior  numero  . Nella  foluzione  de’  pro- 
blemi fi  vedrà  l'ufo  delle  regole  infegnare  . 

84.  Qualunque  volta  le  condizioni , o fia  i dati  del 
problema  non  ci  fomminillrino  tante  equazioni , quante 
fono  le  incognite  allume  , onde  due  per  necelfità  riman- 
gano , il  problema  farà  fempre  indeterminato  , nè  potralfi 
mai  trovare  il  valore  di  una  delle  incognite  , fe  non  fup- 
pollo  , e determinato  il  valore  dell’  altra  , nel  qual  calo 
ogni  problema  indeterminato  fi  fa  determinato  . Pet  for- 
mare , quantunque  anticipatamente  , qualche  idea  di  que- 

N 2 Ili 
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fli  problemi  indeterminati,  cerco  dùe  numeri  , la  fomma 
de’ quali  ila  eguale  a 30  . Chiamo  il  primo  numero  x , 
fe  chiamerò  il  fecondo  30  — *,  per  la  condizione  dd 
problema  , non  avrò  poi  il  modo  di  arrivare  all’  equazio- 
ne ; adunque  chiamo  il  fecondo  y , farà  per  la  condizione 
del  problema  x*-y~  30.  E poiché  non  è poflìbile  il  ritro- 
vare materia  d’altra  equazione  , con  cui  eliminare  una-, 
delle  due  incognite  , il  problema  è di  natura  fua  indeter- 
minato , ma  fe  adeguerò  un  valore  determinato  ad  una_. 
delle  incognite  , e fupporrò , per  efempio  y — 8 , farà 
x—io—y—22.  Ma  perchè  li  podono  adeguare  fuccedì- 
vamente  infiniti  valori  alla  y , cosi  infiniti  fono  i valori 
della  x , ed  in  confeguenza  d’infinite  foluzioni  è capace  il 
problema  . Ne  prendo  un’  altro  efempio  dalla  Geometria. 
Si  debba  ritrovare  un  rettangolo  eguale  ad  un  dato  qua- 
drato ; fi  chiami  y la  bafe  del  rettangolo  , l’altezza  x , ed 
aa  il  dato  quadrato  ; adunque  farà  l’equazione  aa  — xy,  e 
non  avendo  materia  d’altra  equazione  , rimane  il  proble- 
ma indeterminato  , come  di  fatto  infiniti  fono  i rettangoli 
al  dato  quadrato  eguali , potendofi  in  infiniti  modi  variare 
la  bafe  , e relativamente  l’altezza  di  quelli . Ma  fe  fi  ag- 
giungerà la  condizione  , che  la  bafe  dd  rettangolo  debba 
eflere,  per  efempio,  eguale  ad_*  , farà^r  =je , e l’equazione 

X X 

xx  — aa  , e cosi  potendofi  in  infiniti  modi  variare  una_. 

a 

delle  due  incognite  , in  infiniti  fi  varierà  l’altra  , ed  infi- 
nite faranno  le  foluzioni  del  problema  . 

85. 
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85.  All’  oppoflo  : Se  le  condizioni  del  problema,  che 
devonfi  adempire,  daranno  più  equazioni , che  incognite, 
il  problema  farà  più  che  determinato,  e per  Io  più  impof- 
fibile  ; e fe  avrà  ad  effer  poflìbile  , converrà  , che  i valori 
delle  date  fi  rilìringano  a certa  legge  , la  quale  talvolta-, 
ci  può  far  vedere  innumerabili  cafi , ne*  quali  è poflìbile-. 
il  problema  . Nel  fopra  notato  efempio  di  ritrovare  due_. 
numeri , la  fomma  de’  quali  fu  eguale  a 30  , che  quando 
nulla  di  più  fi  etìgga,  è problema  indeterminato;  fe  fi  ag- 
giunga la  condizione  , che  in  oltre  la  differenza  de’  qua- 
drati di  eflì  numeri  Ila  data  , per  efempio  , eguale  a 60  , 
il  problema  è determinato,  avendo  noi  in  quello  cafo  due 
equazioni , cioè  x Jt-y  — 30  , e xx—yy  — 60  , e cavando 
dalla  prima  il  valore  della  y , e foflituendone  il  quadrato 
nella  feconda,  farà  x = cioè  x — itf,  ed  in  confe- 

guenza^r=  14.  Ma  fe  di  più  fi  aggiungeffe  la  terza  con- 
dizione , che  la  fomma  de*  quadrati  di  cfli  numeri  fia_. 
eguale  ad  un  dato  numero  , il  problema  è più  che  deter- 
minato , e però  poflìbile  nel  folo  cafo  , in  cui  il  numero 
dato  , a cui  fi  vuole  eguale  la  fomma  de’  quadrati , fu  api- 
punto  la  fomma  di  eflì  quadrati , cioè  il  452  . Così  nell’ 
altro  efempio  del  rettangolo  eguale  al  dato  quadrato  ; fe 
fi  vorrà  , che  il  rettangolo  fu  fopra  una  data  bafe  , il  pro- 
blema farà  determinato  , ma  più  che  determinato  fe  fi 
pretenda  in  oltre  , che  i lati  abbiano  una  data  ragione  tra 
loro  , e poflìbile  nel  folo  calo , che  quella  ragione  fia  ap- 
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punto  quella  , che  nafte  dall'  altre  condizioni  della  bafo 
data  , e dell'  eguaglianza  al  dato  quadrato  . 

86.  Rifolute  le  equazioni,  e ritrovati  i valori  dell*  in- 
cognita ne’  problemi  geometrici , rimane  che  fi  coftrui- 
fcano  quelli  valori , cioè  dalle  date  linee  del  problema  fi 
trovi  quella  , che  appunto  fia  la  incognita  quantità  , che 
fi  cercava  . Sia  in  primo  luogo  il  valore  dell'  incognita-, 
una  frazione  incorapleftà  razionale  , come  farebbe  x~abt 

C 

fe  fi  farà  l’analogia  ct  b : : a,  al  quarto, farà  eflo  ab , adun- 

C 

que  fulla  indefinita  AC  (F/£.  13.)  prefa  AB  — c , ed  alza- 
ta in  qualunque  angolo  B D — b,  e condotta  per  i punti 
A , D la  indefinita  A E,  fe  fi  farà  AC—a , e fi  condurrà 
CE  parallela  a fJD,  farà  CEzz  ab—  x.  O pure  condotte 

C 

in  qualunque  angolo  E A C le  indefinite  AE , AC , fe  fi 
prenda  AB—  c,  A D = bt  A C~  a , e condotta  dal  punto 
B al  punto  D la  retta  B D,  dal  punto  C fi  tiri  CE  parallela 
a BD,  farà  A E — ab.  Con  quelli  adunque , o altri  teore- 

C 

mi  di  geometria  fi  trovi  la  quarta  proporzionale  delle  tra 
quantità  date,  o la  terza,  fe  fono  due,  ed  averaffi  in  linea  • 
il  valore  dell'incognita.  Se  fia  x—abe , fi  infiituifea  una_. 

m n 

prima  analogia  , prendendo  una  qualunque  lettera  del  de- 
nominatore, e due  del  numera:ore,per  efempio  m,  b : : a, 
al  quarto  , che  è ab,  fi  ritrovi  la  linea  , che  fia  = ab , e fi 

m m 

• chia- 
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chiami/,  adunque  lari  x—fc  ; fi  inftituifea  la  feconda-, 

n 

analogia  n , e , al  quarto  , e farà  elio  fe , cioè  abe  . 

n mn 

Adunque  prefa  ( Fig.  13.  ) AB-m,  AC—at  BD  — b , 
farà  CE  — ab^f  ; indi  prodotta  indefinitamente  CE  , fi 

m 

prenda  CH=n,  CK  = c,  e condotta  HE,  fi  tiri  dal  pun- 
to K la  retta  K I parallela  ad  HE,  farà  CH,  CE  : : CK  , 
C/,  cioè  h , a 6 : ; e3  abe  — CI~x. 

m mn 

Se  le  dimenfioni  del  numeratore  , e denominatore-, 
faranno  maggiori , in  maggior  numero  crefceranno  le-» 
analogie  da  infiituirfi  , ma  Tempre  con  lo  dello  ordine . 

87.  Quindi  fe  il  valore  dell’incognita  farà  comporto 
di  più  frazioni  incompleffc , o di  interi , e frazioni , ri- 
trovate le  linee  , che  a ciafcun  termine  fono  eguali , e_» 
fommate  elle  , o fottratte  , fecondo  i fegni , daranno  la-, 
linea  cfpreffa  dal  valore  dell’  incognita  . 

88.  Da  quella  regola  fi  ricava  il  modo  di  trasformare 
un  piano  in  un’  altro  di  un  dato  lato  , un  folido  in  un’al- 
tro di  uno , o di  due  lati  dati  ec.  cioè  un  qualunque  ter- 
mine di  due,  tre  ec.  dimenfioni  in  un' altro,  il  quale  con- 
tenga una  data  lettera , fe  è di  due  dimenfioni  ; una  o due 
date  , fe  è di  tre  dimenfioni  ; ne  contenga  una,  due,o  tre 
date  , fe  è di  quattro  ec.  ; imperciocché  fia  il  termine  bb% 
che  fi  voglia  trasformare  in  un’altro,  che  contenga  la  let- 

tera 


\ 
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tera  a , per  erta  lettera  a fi  divida  il  termine  bb  , farà  bb  ; 

a 

con  la  data  regola  fi  trovi  nella  (F/g.  13-)  una  linea  egua- 
le a bb,c  fi  chiami  m \ adunque  farà  bb  — m , epctòbbzzam. 

Sia  j fc  da  trasformarfi  in  modo,  che  contenga  ab\  fi  trovi 
la  linea  eguale  ad  fc , che  fi  chiami  «,  adunque  farà  ffc—n, 

ab  *b 

e peròfc  — abn;  fe  fi  averte  voluto  , che  contenerti:  fola- 
mente  la  lettera  a , fi  avrebbe  fatto  fc-n,  e pctò  fc-qfh. 

a 

La  cora  c chiara  , nè  occorre  darne  altri  efcmp] . 

8p.  Ciò  porto;  fia  in  fecondo  luogo  il  valore  dell’in- 
cognita una  frazione  , o più  frazioni  compierti  , cioè  fia-. 
il  denominatore  di  più  termini,  come  x ~ _a*_ , fi  tras- 

W cc 

formi  il  termine  , per  efempio , cc  in  un’  altro  , che  con- 
tenga la  lettera  b , e fiaiw;  adunque  avraflì  a ' , 

bb  +•  il» 

quindi  fi  rifolva  in  due  analogie  , cioè  b , a : : a , al 
quarto  a a ; b -hot  , a a : : a , al  quarto  a 1 , e fatte  al 

7*  b bb  +•  Lm 

folito  le  cortruzioni  per  mezzo  de’  triangoli  fimili , fi  avrà 
la  linea  , che  è il  valore  dell’  incognita  . S’avrebbe  potuto 
egualmente  lafciare  il  termine  cc  nel  denominatore  , c 
trasformare  bb  in  un’altro  , che  averte  contenuta  la  lette- 
ra e , per  efempio  cn  ; e farebbe  fiata  la  frazione  a 1 , 

C c+-  c a 

che 
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che  fi  rifolve  nelle  due  analogie  c,  a ::  a,  aa,  e et», 

. e 

aa  ::  a , a * . Sia  x~b'c  ; fi  trasformi  nel  denominatore 
c cc+cn  a'  + b' 

il  termine  in  aany  e farà  b'c  , che  fi  rifolve  in  tre 

a ’ + aati 

analogie  at  b ::  b,  bb  ; a , b ::  bb  , b^;  a+-  n , c ::  b'  , 

a a a a a a 

b'c  . Se  il  denominatore  folle  di  tre  termini,  fe  nc 
aan  +■  a ’ 

dovrebbero  trasformare  due;  fe  di  quattro,  fe  ne  trasfor- 
merebbero tre  ec. , cosi  fe  folle  flato  x ~ b'c  , fi 

a ’ +-  b * — bec 

avrebbe  fatto  b'  — aan,  e bcc  — anp  , e però  farebbo 
*=  b'c  , che  iftelTamente  fi  rifolverà  in  tre  ana- 
a'+aan—aap 

logie  ; cioè  ay  b ::  by  bb;  a , b : :bb  , b'  ; a-^n—p  , 

a a aa 

c ; : b 1 , b'c  . 
aa  a ' +■  aan—  aap 

Non  può  fare  difficoltà  alcuna,  che  il  numeratore 
della  frazione  Ila  complellb,  cioè  di  più  termini  , poiché 
la  frazione  equivale  ad  altrettante , quanti  fono  i termini 
del  numeratore,  di  modo  che  aa±.bb  è lo  lidio,  che 

a'  — c' 

aa  ± bb  ,eperòrifolvendonelmodofpiegatociafcu- 
a ' — c'  a'  — c' 

O na 
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na  di  quefle,  la  fomma  , o differenza  ( fecondo  i fegni  ) 
dille  linee  da  effe  efpreffe  ci  darà  la  linea,  che  è il  valore 
dell’incognita. 

90.  Ma  fenza  moltiplicare  le  operazioni  col  ridurre 
la  frazione  di  numeratore  compleffo  a più  frazioni,  bade- 
rà ufare  opportunamente  della  trasformazione  de’  termini 
nel  numeratore,  e nel  denominatore  in  quella  guifa  , che 
fi  è veduto  doverfi  fare  fin’ ora  nel  denominatore;  e però 
fia  x = aa+-bc,  fi  trasformi  il  termine  bc  nel  termine  am9 

a 4-  b 

e farà  la  frazione  aa  +-  am  , quindi  a+-  b , a-t-  tn  ::  a , 

«■(•4 

aa*-am.  Sia  aacc—abcf , fi  faccia  bf  ~am,  e la  frazione 

«+■  b acf . f-  bff 

farà  aace  — aacm  , cioè  acc  — acm,  e però  /,  a : : c , ac  , 

acf+.amf  cf  +-  mf  f 

\ * 

e c +•  m , c — m : : ac,  acc—  acm . 

fc  +•  mf 

Se  però  il  numeratore,  e denominatore  della  frazio- 
ne fono  tali,  che  fenza  trasformare  termine  alcuno  fi  pof- 
fano  rifolvere  ne*  fuoi  componenti  lineari , non  fi  dovrà 
far  ufo  della  trasformazione,  che  in  quelli  cafi  moltipli- 
cherebbe le  operazioni  inutilmente  . Tali  farebbero  le 
frazioni  aab  , a'—  abb,  e fimili  ; la  prima  delle  quali 

aa  — c c a c +■  CC 

fenz’ altro  fi  rifolve  nelle  due  analogie  a +■  c,  a ; : a,  aa  , 

a +.  c 

ed  a—c,  b ::  aa  , aab  ; la  feconda  nelle  due  c , a :\a+b. 
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aa*-ab  , ed  a+-  c , a— b’.’aa-t- ab,  a'  — abb  . Anzi  mol- 

e c a c +~  c c . 

te  volte, fenza  trasformare  i termini,  tornerà  affai  più  co- 
modo fervirfi  dell’ effrazione  delle  radici  per  rifolvere  nel- 
le analogie  la  frazione;  cosi  la  frazione  aa+~bc  fi  rilolvc 

a 

nella  analogia  a , l 'aa-t-bcY.  V aa  *-bc,  aa-t-bc;  lafrazio- 

a 

ne  a ' +■  abb  fi  rifolve  nelle  due  analogie  k aa  +-  cc  , 

aa+-  cc 

i/aa  + bb  WV' aa  + bb , aa+hb,  e i^aa-hcc,  al'.aa-hbb, 

V aa-t-cc  l^aa-t-cc 

a1  4-  abb  . Talora  però  è necefTario  trasformare  ancora-. 

»«  + fC 

qualche  termine,  come  nella  frazione  a'  -hbbe  , la  quale 

aa  — C c 

non  potrà  rifolverfi  ne  meno  coi  radicali , fe  non  trasfor- 
mando uno  dei  termini  del  numeratore,  per  efempio , bbc 

in  acm , onde  fia  a 1 +-  acm , e però  a +■  c , a ::is  aa  + cm  , 
aa  — cc 

ai/aa+  rm , ed  a — c,  V aa  4-  crn  \\  a i^aa  4-  cm , a 1 +•  acm  . 

«4-  c a +•  c aa — cc 

Si  dica  lo  fiefTo  di  frazioni  più  compofle. 

Tra  le  diverfe  allignate  maniere,  quale  poi  debba-, 
ehgg'-rfi  ne’  cafi  particolari,  non  fi  può  definire;  fi  do- 
vrà forfè  provarne  più  d’ una,  ed  appigliarli  a quella,  che 
ci  fornifea  una  più  femplice  coflruzione  del  propollo 
problema  . 

$>i.  Per  ciò  che  riguarda  poi  il  ritrovare  quelle  linee, 

O 2 che 
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che  vengono  efpreffc  dai  radicali;  fu  in  terzo  luogo  il  va- 
lore dell* incogliti  un  intiero  radicale  quadratico,  per 
efempio  x — Vab,  cioè  medio  proporzionale  fra  la  a,  e 
la  b;  prefa  ( Fig.  14.  ) AB  — a,  ed  in  diretto  BC—b  > e 
divifa  per  metà  in  H la  compolla  AC,  fi  deferiva  col 
raggio  HC  il  femicircolo  A DC,  e dal  punto  B fi  alzi  la 
perpendicolare  BD  terminata  alla  periferia,  farà  il  ret- 
tangolo di  AB  in  BC  eguale  al  quadrato  di  BD;  cioè 

— 1 

ab  — BD  , e però  l 'ab  —BD  — x.  Sia  * = 1/ 2 aa  , prefa 

A B = ia,  B C = a , farà  BD  — u'  2 aa  ec. 

E fe  la  radicale  folle  di  quantità  compleffa  , come.» 

x =1^4 ia±  ab,  o pure  x — l/iai±_ab±.  2ac;  fatta  AB  nel 
primo  cafo  eguale  a 41  ±b,  cioè  alla  fomma  di  4.1,  e di  b, 
fe  il  fegno  è pofitivo  , ed  alla  differenza  fe  è negativo  ; e 
nel  fecondo  cafo  fatta  AB~^a^zb±.2c,  e prefa  BC—a, 
fi  deferiva  il  femicircolo  ADC  al  diametro  AC,  ed  alzata 
la  perpendicolare  BD,  farà  effa  perpendicolare  nel  pri- 
mo cafo  eguale  alla  1/  qaa  £ ab  zz  x , e nel  fecondo  =: 
V^aa ±.ab  2 ac—x. 

Generalmente  fieno  quanti  fi  vogliono  i termini  fot- 
to  il  vincolo  , ed  in  qualunque  modo  combinati  coi  fegni, 
fi  coflruirà  fempre  il  valore  per  mezzo  del  femicircolo  , 
quando  ciafcun  termine  fia  moltiplicato  nella  fleffa  lettera, 
facendo  l’uno  de’  fegmenti , per  efempio  , CB  eguale  a_ 
quella  lettera  , e l'altro  fegmento  B A eguale  alla  fomma  % 
o differenza  di  tutti  i termini  per  effa  lettera  divifi , ed  al- 

zan- 
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zando  la  perpendicolare  BD.  E'  facile  il  vedere  , che  fe 
la  combinazione  de’  fegni  rendette  quantità  negativa  il 
fegmento  B A,  farebbe  negativa  la  quantità  fotto  il  vinco- 
lo, e però  immaginario  il  valore  dell’incognita  ; tale  fa- 
rebbe xzzvab  — ac , fuppofla  c maggiore  di  b. 

p2.  Che  fe  ciafcun  termine  non  farà  per  la  fletta  let- 
tera moltiplicato  , tali  fi  pottbno  etti  rendere  trasforman- 
do quelli,  che  non  lo  fono  ; e però  fe  fu  x — ^aai^bb, 

facciali  bb  — am,  e farà  x — \/aaìzam,  e prefa  AB  — a±.m, 
cioè  —a±.  bb  , e BC—a  , e defcritto  il  femicircolo  , farà 

a 

BD—Vaatibb—x.  inettamente,  data  x—Vaa  +- bb — re, 
fi  faccia  bb—am , e cc—an,  e farà  x —\S  aa  +■  am — an , e_» 

prefa  AB  — a-t-m  — n,cB  C- a , farà  BD  — Vaa  -t-  bb — cc—x. 

5*3.  Ma  comunque  fieno  i termini  , fenza  fare  muta- 
zione alcuna,  fi  coflruiranno  fempre  i radicali  quadratici , 
o col  folo  triangolo  rettangolo  , o con  etto,  e col  circolo 

aflieme.  Sia  x — v aa*-bb,  fi  prenda  (Fig.  15.)  AB  — a, 
BC—b  perpendicolare  ad  AB,  farà  AC  — t ' aa  4 - bb  — x. 
Sia  x—  Vi aa,  fatta  AB  — a,  e BC—a , farà  AC—  V 2 aa\ 

fia  x—i^i aa,  fatte  come  prima  le  AB,  BC  eguali  ad  a , 

ed  alzata  fulla  retta  A C la  normale  CD  — a , farà  AD  — 

«.  

V'i  aa.  Sia  x-V'  5 aa,  fatta  AB—ia,  BC=a,  farà  AC  = 

V $aa  . Sia  x — \/aa-ì-bb+-cc,  fatta  AB—a,B  C—b  , c_ 
normale  ad  AB,  fulla  A C fi  alzi  la  perpendicolare  CD —c, 

e 
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e farà  l’ipotenufa  AD—\^aa  +-bb  +■  cc  — xt  iftefTamente  fi 

proceda  fe  la  quantità  forte  più  comporta . S\a.x=^ aa+-  bc; 
quando  non  fi  trasformi  il  termine  bc  nel  modo  detto  di 
fopra,  prefa  (Fig.16.)  AB— a,  BC—b , BD  — ct  fui  dia- 
metro CD  fi  deferiva  il  femicircolo  CED  , la  ordinata 

BE  farà  —\sbcy  e tirando  la  ipotenufa  A E , farà  efla 
eguale  alla  i/aa-t-  bc—  x.  Sia  x — is  aa -t- bc  ■*- ee  t fulla 
A E fi  tiri  la  normale  E M-et  e farà  AM~  isaa+-bc+  et 
— x.  Sia  x — aa  +- bc  +•  cc ,prefaflCn£  +-c,BD  = c , 

farà  JB  E~  v'  bc  +-  cc , ed  A E zz  \/  aa  +•  bc  +-  cc . Se  più  faran- 
no i termini,  crederanno  le  operazioni,  ma  non  le  diffi- 
coltà. Sia  x — \y  aa  — bb  ; al  diametro  AB  — a{  Fig.  17.  ) 
fi  deferiva  il  femicircolo  ACB,  a cui  fi  inferiva  la  corda.. 

A C—b,  farà,  per  l’angolo  retto  ACB , BC—  v aa — bb . 
Sia  x—Vaa — bb+bht  fi  produca  AC  in  M in  modo, 
che  fia  CM—b,  e condotta  B M,  farà  efTa  —V  aa  — bb-t-bb 
— x . Sia  x — Vaa — bb — bb,  nel  femicircolo  ACB  fi  in- 
feriva la  corda  A C—  U'bb  +•  bb , farà  B C—  1 / aa  — bb  — bb. 

Sia  x — V'aa — bc  ,opure  x — \/  aa  — bc  — ce  ; prefa  (F/g.i  8.) 
AB  — b nel  primo  cafo,  tà—b-i-e  nel  fecondo,  e AD 
in  diretto  tre,  AH— a,  fi  deferivano  coi  diametri  BDy 
AH  i due  femicircoli  BCDt  A LEI,  la  ordinata  AC  ( ari 

— vbc  nel  primo  cafo,  ed  =1 sbc+-  ce  nel  fecondo,  .c  perù 

. . • •}’  prefa 
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prefa  A E— AC,  e condotta  la  corda  EH,  farà  eflan 

V aa — bc  nel  primo  cafo , ed  =:  \/  aa — bc — ce  nel  fecondo . 

Che  fe  folle  x—Vaa  — bc  — ee,  fatta  A B — b , A D — c , 
e prefa  in  oltre  CF  — e normale  ad  AC,  farà  AF  = 

V bc  +•  ee , quindi  fatta  Al  — A F,  farà  IH  — V aa  — bc  — ee. 

Sia  y' a* +■  b* , cioè  x—  Z^a*  +-  b*,  fi  trasformi 

il  fecondo  termine  b * in  aatnm,  e farà  x—/ l/a*  +•  aawin, 
e levando  dal  fecondo  radicale  il  quadrato  aa  , farà  * = 

/ a \/ aa+-  mm  ; fi  faccia  ( Fig.  rp.  ) AB  — à,  BC  normale 

• ir  : 

eguale  ad  m , farà  A C— 1/  aa+-mm  . Prodotta  CA  in  H 
di  modo , che  fia  AH—AB—a,  fui  diametro  H C fi  deferi- 
va il  femicircólo  HÒC,  e condotta  dal  punto  A la  perpendi- 
colare ^ D al  diametro,  fa  ràeffa.rfD  = Z l'' <*<*+•  mm—x. 

I cafi  più  comporti  fi  ridurranno  fenza  fatica  alli  già 
fpiegati  . Nulla  aggiungo  intorno  alle  frazioni*  comporte 
di  quantità  razionali  -,  e di' Radicali-,  poiché  niente- altro 
efiggono  , fe  non  la  combinazione  delle  date  regole  per 
quelle  , e per  quefle  . 

P4.  Per  la  collruzione  delle  equazioni  di  quadratica 
affetta, che  fono  le  più  alte,  che  da  me  fi  trattino  in  que- 
llo Capo,  ó fuppofla  neceffaria  la  rifoluzione  loro, ed ó af- 
fegnate  le  regole  , affinchè  fi  abbiano  i valori  dell’incognita 
da  collruirfi  nelle  maniere  poco  fa  infegnate  . Non  è però 
■neceflaria  quella  previa  rifoluzione , e fenza  di  effa  fi  pofforo 
coftruire  nel  feguente  modo . Tutte 
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Tutte  le  infinite  equazioni  di  quadratica  affetta  ven- 
gono cfprefie  dalla  forinola  xxìz  axiz  bb  ~o,  cioè  dalle  , 
quattro  , che  nafcono  dalle  quattro  diverfe  combinazioni 
de’  fegni, 

1.  xx  +-  ax  — bb  — o 

2.  xx~-ax  — bb  —O 


3.  xx  +-  ax  4-  bb  — o 

4.  xx  — ax  +■  bb  —O 

intendendo  che  la  lettera  a efprima  tutte  le  quantità , che 
formano  il  coefficiente  del  fecondo  termine,  e b la  radi- 
ce quadrata  del  compleflo  di  tutti  i termini  cogniti . 
Adunque  per  cofiruire  le  due, prima,  e feconda:  fi  prenda 
(F/g. 20.)  CA—\a , AB  in  angolo  retto,  ed  eguale  a b , 
col  raggio  CA  fi  deferiva  il  circolo  A ED  , e dal  punto 
B fi  tiri  la  retta  B D terminata  alla  periferia  in  D , la_. 
quale  paffi  per  lo  centro  C ; farà  BE  il  valore  pofidvo 
dell’incognita,  cioè  la  radice  vera,  o fia pofitiva dell* equa- 
zione xx+-ax  — bb—o,  e BD  farà  la  falla  o negativa^  ; 
ficcorae  all’oppofto  fafà  B D la  vera  , c BE  li  falla  delP 
equazione  xx — Ax — bb—  o.  Ed  in  fatti  rifolvcndo  le 

due  equazioni,  fono  elTe*= — ajt.  y^aa-t-bb,  ed  x — a±, 

* 4 T 


a,AB=b,hùCB=  bb ,epetòBE=  y/aa  + bb — a> 

1 4 4 » 


valore  pofitivo  della  incognita  nella  prima  equazione,  o 


BD 
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B D prefa  negativa  = — a — j/ aa-t-bb  , valore  negativo . 


Cosi  farà  BD  prefa  pofitiva  = a+-  y/  aa  + bb,  valore  pofi- 

* 4 

tivo  dell’incognita  nella  feconda  equazione,  e per  eflere_» 
CB  maggiore  di  CE,  farà  EB  negativa  = a — j/ aa-t-bb, 

X 4 

valore  negativo  . 

La  terza,  e quarta  forinola  fi  coftruirà  così . Prefa 
( F/g.  ir.  ) CA=\a , ed  AB  in  angolo  retto  = b , come 
nelle  corruzioni  fuperiori,  e deferitto  col  raggio  C A il 
femicircolo  A D H , fi  conduca  B D parallela  ad  A C , le 
due  rette  B E , BD  faranno  i due  valori , cioè  le  due  radici 
negative  dell’ equazione  xx  +-  ax  +■  bb  ~ o , eleduepofitive 
dell’equazione  xx — ax+-bb—o.  Imperciocché,  riviven- 
dole equazioni,  ci  darà  la  terza  ,v= — a ± y/  aa — bb  , c la 

* 4 

quarta  x—a  £ aa — ora  condotte  le  rette  CD,  CE,  c 


C /perpendicolare  a BD,  farà  7D  z:  I E— y/  aa  — bb , e però 

4 

BE  negativa  = — a +-  j/ aa — bb, valore  negativo  dell’in- 

V * 4 

cognita  nella  terza  equazione,  per  elTer  B7  maggiore  di  7 E; 
efarà  B D prefa  negativa  = — a — i/  aa — bb , altro  valore 

» 4 

negativo  della  flefla  terza  equazione.  AU’oppoflo farà  BD  po- 
. , fniva 


ISTITUZIONI 


1 14 

fitiva  = a +•  cu j — bb  t e BEpofitiva  = ^<* — <*x — to, 

* ♦ 4 

ambi  i valori  politivi  dell’  incognita  nella  quarta  equa- 
zione . 

Adunque  per  codruire  una  qualunque  equazione  di 
quadratica  affetta,  baderà  affu mere  il  raggio  CA  eguale 
alla  metà  del  coefficiente  del  fecondo  termine,  e la  tan- 
gente AB  eguale  alla  radice  quadrata  dell' ultimo  termine, 
ed  il  rimanente,  come  nell’ima,  o nell’altra  delle  due-, 
figure  , fecondo  che  farà  pofitivo  , o negativo  l’ultimo 
termine;  quindi  percodruire,  perefempio,  l’equazione 
rV.v+-<7jv  — bx — aa  4-  cc  ~o , fi  faccia  a — b,eòA  B = 

% 

— cc  nella  prima  delle  due  figure  , fe  a è maggiore 

di  c ; cd  AB—Vcc — <«  nella  feconda,  fe  a è minore 
. di  c . Da  quello  efempio  fi  vede,  come  debbili  operare  in 
tutti  gl’altri . 

Può  darli  il  cafo,  che  nella  coffruzione  della  Fig.  ir. 
la  retta  BD  non  tagli,  ma  tocchi  il  circolo  ADH  ; o che 
nè  lo  tagli, nè  lo  tocchi;  lo  toccherà  quando  fia  AC— AB, 

cioè  -%a~b,  ed  i due  valori  dell’incognita  dell’equazione 

BE,BD  faranno  eguali,  l’uno  pofitivo,  e l’altro  ne- 
gativo; non  lo  toccherà,  nè  lo  taglierà  quando  fia  B A 
maggiore  di  AC,  cioè  b maggiore  di  -a,  e l’incognita-. 

non  avrà  valori,  cioè  faranno  immaginarj;  e ciò  confron- 
ta pure  colla  riloluzione  analitica  , imperciocché  quan- 
do 
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do  fia  'Ta—b,  farà  aa  — bb  — o,  c però  i due  valori 
4 

x — — a+y'aa—  bbt  x—j^+y'M--  bb  faranno  x~  — a , 

* 4 * 4 * 

x~a,  e quando  ita  a minore  di  b , farà  y'  aa  — bb- quan- 

*•  % 4 

tità  immaginaria,  e però  immaginarj  i due  valori  dell’in- 
cognita . 

9j.  In  quefle  coflruzioni  è (Iato  neceflario  ritrovare 
la  radice  quadrata  dell’ultimo  termine  dell’equazione  , la 
quale  ci  fornifce  la  tangente  AB  del  circolo.  Se  però  e(To 
ultimo  termine  fu,  o voglia  renderfi  ( il  che  è in  noflra 
mano  ) eguale  ad  un  rettangolo , potranno  colìruirli  an- 
che in  quel?  altra  maniera  le  quattro  foratole: 

1.  .v*  4-  ax  — bc  — o 

2.  xx  — ax  — bc  — o 

3.  xx  + ax  + bc  —o 

4.  xx—  ax bc  — o 

Si  deferiva  il  circolo  BAD  ( Fig . 22.)  di  un  qualun- 
que diametro  , purché  eflfo  non  fia  minore  nè  di  a , nè  di 
b — c,  ( fuppongo  b maggiore  di  e,  cioè  per  b intendo  il 
lato  maggiore  , e per  c il  lato  minore  del  rettangolo  dato) 
da  un  qualunque  punto  A nella  periferia  lì  inferivano  nel 
circolo  le  due  corde  AB— a,  AD^Lb  — c,  e fi  produca-, 
quella  in  F,  onde  fia DF—c,  col  centro  C del  primo  cir- 
colo, e col  raggio  CFfi  deferiva  il  fecondo  FGH,  cho 
taglierà  in  Ft  E,G,  H le  corde  A D , AB  prolungate-,  ; 

P 2 ciò 
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ciò  fatto  , farà  AG  la  radice  vera  , o fia  pofitiva  , cioè  il 
valore  poiìtivo  , ed  AH  il  negativo  per  l’equazione  xx  ■+ 
ax—  bezzo;  ed  ali'oppoilo  AG  farà  il  negativo  , ed  A H 
il  poiìtivo  per  l’equazione  xx  — ax  —bc  — o. 

Per  vedere  quella  verità  bifogna  fupporre  due  pro- 
prietà del  circolo  > che  da’  Geometri  fi  dimollrano  , cioè 
che  le  rette  EAtDF  fono  eguali  tra  loro  , ficcome  tra_. 
loro  le  due  G A , BH , e che  fono  eguali  i rettangoli 
EAXAF,e  GAX^AH . Suppotli  quelli  due  Teoremi,  fi 
divida  B A per  metà  in  M , per  la  fella  del  fecondo  d’Eu- 
clide  , farà  il  quadrato  di  MG  eguale  al  quadrato  di  MA 
con  il  rettangolo  di  BGXGA , cioè  di  HAXAG,  cioè  di 
FAXA  E;  ma  il  quadrato  di  MA , per  la  coflruzione,  è z: 
aa  , ed  il  rettangolo  di  FA  X-dE  è = bc  , adunque  farà 

4 

MG—  yaa -^-bc,  e però  AG  — — +- y'aa  +■  bc,  valore pofi- 

4 14 

tivo,  ma  AH=a+f/aa+bc  , quindi  AH  negativa zi  — a — 

* 4 z 

yaa-hbc,  altro  valore  che  è negativo  ; l’uno  e l’altro  ap- 

4 

punto,  come  nafeono  dalla  rifoluzione  della  prima  equa- 
zione . Per  la  llelTa  ragione  AG  negativa  farà=<j_//àj+-  bc, 

* 4 

ed  AH  pofitiva  zza+-j/aa+-  bc,  che  fono  i valori  della.. 

» 4 

incognita  nella  feconda  equazione  . 

Rif- 
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Rifpetto  alla  terzi  , e quarta  equazione  ; deferitto  un 
circolo  qualunque  RAD , ( Fig . 23.  ) col  diametro  non  mi- 
nore di  a , nè  di  b +•  c , s’inferivano  in  etto  due  corde  da 
un  qualunque  punto  A della  periferia  , cioè  AR  ~ a , 
A D — b + ct  e fatta  D F—  c , col  centro  Cdel  primo  cir- 
colo , e col  raggio  CF  fi  deferiva  l’altro  circolo  GHF , che 
taglierà  le  due  corde  AR,  AD  nei  punti  G,  H,  F,  £ ; 
ciò  fatto  , faranno  AG,  AH  1 due  valori  negativi  della-, 
terza  equazione , ed  i due  politivi  della  quarta  ; imper- 
ciocché divifa  R A per  metà  in  Af , farà,  per  la  fella  del  fe- 
condo libro  d’Euclidc,  MA  quadrato  eguale  al  rettangolo 
di  HA'AAG , cioè  di  RG  X GAt  cioè  di  DEXEA, con  di 

più  il  quadrato  di  AfG;  adunque  farà  aa  — bc  4-  AfG,  cioè 

4 

MG—^aa  — bc,  e però  — MA  4-  MG,  cioè  GA  negativa 

4 

farà  “ — a ■+  )/aa  — bc,e  — MG  — MR , cioè  G R negativa 

* 4 

farà  r:  — a—Vaa  — bc  , ambi  valori  negativi  dell’ inco- 

* 4 

gnita  nella  terza  equazione.  Similmente  AfG 4-  MR , cioè 

a + yaa  — bc  farà  GR  pofitiva  , ed  MA  — AfG  , cioè 

* 4 

a —y aa—bc  farà  AG  politiva  , ambi  valori  pofitivi  dell* 

* 4 

incognita  nella  quarta  equazione  . 

E’  chiaro,  e per  la  collruzionc  della  Figura  vigefima 

terza. 
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terza  , e per  la  rifoluzione  della  terza  , e quarta  equazio- 
ne , che  quando  fu  bc  — aa , il  circolo  HGEF  toccherà  • 

4 

la  retta  RAt  e faranno  eguali  i due  valori  ; e fe  be  farà 
maggiore  di  aa  , nè  la  toccherà,  nè  la  taglierà  , e faranno 

4 

i due  valori  immaginari . 

Vedute  quanto  può  ballare  le  regole  principali , paf- 
ferò  a farne  ufo  nella  foluzione  de’  Problemi , e però  Ila 

PROBLEMA  L 

9<T.  Sia  una  certa  fomma  di  foldi  da  diflribuirfi 
certi  poveri , ed  il  numero  de'  foldi  fia  tale  , che  per  darne 
tre  a ciafcun  povero  ne  manchino  otto  , e dandone  due. , 
ne  avvanzino  tre  ; fi  cerca  il  numero  de'  poveri  , e de' 
foldi. 

Si  chiami  il  numero  de’ poveri  zzx,  adunque  poiché  il 
numero  de’ foldi  è tale  , che  per  darne  tre  a ciafcheduno 
ne  mancano  otto  , farà  il  numero  de*  foldi  3*  — 8 ; ma_. 
dandone  due  , ne  avvanzano  tre  , farà  adunque  pure  = 
zx  4-  3 , e però  farà  l'equazione  3*  — 8 :=  2*  -+  3,  cioè 
x = 1 1 . Pertanto  undtei  faranno  i poveri  , e perchè 
3*  — 8,0  pure  zx  4-  3 è il  numero  de’  foldi , follituito 
l’undeci  in  luogo  della  x , farà  elio  numero  de’ Ioidi  — 25 . 

PRO- 
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PROBLEMA  II. 

$>7.  Date  le  velocità  di  due  mobili , la  diflanza  loro , 
e la  differenza  del  tempo  , in  cui  principiano  a mover  fi 
fopra  una  retta  linea  , fi  dimanda  il  punto  nella  linea  , 
ed  il  tempo  , in  cui  fi  raggiungeranno  . 

Sia  ( Fig . 34.)  in  A il  primo  mobile  , la  di  cui  velo- 
cità fia  tale  , che  deferiva  uno  fpazio  c nel  tempo  f ; fia_* 
B il  fecondo  mobile  con  una  velocità  tale  , per  cui  deferi- 
va Io  fpazio  d nel  tempo  g , la  differenza  del  tempo  , in_ 
cui  principiano  a moverfi  fia  b , e la  diflanza  A B fia  e . 
Si  muovano  efTì  in  primo  luogo  verfo  la  (leda  parte  , e fi 
raggiungano  in  O,  chiamata  adunque  AD  — x , farà 
BD-x—e.  Peravere  l’equazione  fi  confideri , che  ef- 
fendo  data  la  differenza  del  tempo  dal  principio  del  moto 
del  mobile  A , e del  mobile  B , fe  ritroverai  il  tempo  , 
che  impiega  il  mobile  A,cd  il  tempo,  che  impiega  il  mo- 
bile B , e che  al  tempo  minore  , cioè  a quello  del  mobile, 
che  per  fecondo  fi  muove  , fi  aggiunga  la  data  differenza, 
dovranno  indi  quelli  tempi  effer  eguali  ; e però  con  la— 
regola  delle  proporzioni  fi  dica  : fe  il  mobile  A fa  lo  fpa- 
zio c nel  tempo/,  in  che  tempo  dovrà  deferivere  lo  fpa- 
zio x ? cioè  c,f::x,  al  quarto,  c farà  effo  =:  f x ; fimi!- 

C 

mente:  fe  il  mobile  B deferive  lo  fpazio  d nel  tempo g , 
lo  fpazio  x—e  in  che  tempo  lo  deferiverà  ? cioèd,g:: 


Digitized  by  Google 


1 20  ISTITUZIONI 

x — et  al  quarto  gx  — gty  è adunque  il  tempo  del  mobile 

d 

Azzfx,  ed  il  tempo  del  mobile  B — gx  — get  e la  loro 

c d 

differenza  h , e però  fe  il  mobile  A principia  a muoverli 
dopo  il  mobile  B , farà  fx  4-  b — gx  — ge , e riducendo  al 

C d 

comun  denominatore  yfdx+-cbdzzcgx—  cget  cioè  cgx  — i 

fdx  zz  cbd+- ceg  3 e dividendo  per  cg~fdy  x — ebd  +•  ceg . 

cg  — fd 

Se  il  mobile  A fi  muova  prima  del  mobile  B , farà  fx  zz 

C 

b*-gx  — geje  riducendo  al  comune  denominatore,  fdx~ 
2 

cdb  +-  cgx  — ccg  y cioè  cgx  — fdx  = ceg  — cdh,  e dividendo 
per  cg’-fd,  xzz.ceg  — cdh  . Soffituendo  neirefpreflione_» 
-fg—i'A 

del  tempo  totale  3fx  + b nel  primo  cafo  , ed  fx  nel  fccon- 

t e 

do  , in  luogo  della  » il  rifpettivo  valore  ritrovato,  averaffi 
effo  tempo  , che  fi  cerca  . 

Applicherò  le  forinole  a qualche  efempio  . Abbia  il 
mobile  A la  velocità  di  fare  9 miglia  in  un’  ora  , il  mobile 
B di  farne  15  in  due  ore  , e fieno  lontani  l'uno  dall'altro 
18  miglia  , e B cominci  a muoverli  un’  ora  prima  di  A ; 
farà  adunque  hzz  1 , /-  1 , c = 9,  gzz  2,  d—  15,  e zz  r8  , 
e però  #=324-1-  13  5 = 153.  Sollituito  quello  valore  in_. 

18—  ij“ 

luogo  di  x y e gli  altri  nell’efpreffione/# +.  b del  tempo  , 

C 

farà 
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farà  elfo  zz  18.  Adunque  fi  raggiungeranno  idue  mobili 
in  dilìanza  dal  punto  A di  153  miglia  , dopo  18  ore  dal 
principio  del  moto  . 

Abbia  il  mobile  A la  velocità  di  fare  quattro  miglia,, 
in  un’ora  , il  mobile  B di  farne  cinque  pure  in  un’  ora^, 
e fieno  lontani  uno  dall’  altro  6 miglia  , ed  A cominci  a 
muoverli  due  ore  prima  di  B , farà  dunque  b — iJfzz  1 , 
c — 4,  g~  1 f d—  ^ t e — 6 . Prefa  la  forinola  del  fecondo 
cafo  , farà  x zz  24  — 40  , cioè  x — 16  ; e lollituiro  quello 
' 4—7" 

valore  della  .v  cogli  altri  nella  efpreflìone  del  tempo  fx , 

C 

farà  elfo  zz  4 . Adunque  fi  raggiungeranno  i due  mobili 
A , B in  dillanza  dal  punto  A di  Tedici  miglia  dopo  quat- 
tro ore  dal  principio  del  moto  . 

Ma  fe  i due  mobili  fi  vengano  incontro;  fi  unilcano, 
per  efempio  , nel  punto  M\  adunque  chiamata  A M~x  , 
e ritenute  le  denominazioni , come  fopra  , fi  varierà  la_. 
fola  B che  farà  zz  e — xt  ed  in  confeguenza  il  tempo 
del  mobile  B per  correre  lo  fpazio  B M,  che  farà  ge_—  gx . 

2 

Quindi  fe  A principia  il  moto  dopo  del  mobile  B , farà 
fx-^h—ge  — gx,  efe  comincia  il  moto  prima,  farà^*  zz 

ed  c 

fj  + ge  — gx,  le  quali  equazioni  fono,  la  prima//*  ■+  cdb  — 
T 

cge  — cgx  ,cioè  * zz cge  — cdbyli  fecondi  fdx  — cdb  +-  cge 
tg  + f* 

cgx , cioè  x — cge  +■  cdb  . 

~~fd  +■  cg 


Q 


Abbia 
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Abbia  il  mobile  A la  velociti  capace  di  fare  fette  mi- 
glia in  due  ore  , il  mob  le  B di  fame  otto  in  tre  ore  , e_* 
fieno  lontani  l’uno  dall’altro  cinquanta  nove  miglia  , ed  A 
fi  muova  un’  ora  prima  di  B , farà  adunque  b = i ,/=  2, 
r = 7,g:r3,<l=:8,ff=?9,  e però  prefa  la  feconda  for- 
inola x~cge-h- c.ibt  e foftituiti  i valori, farà  x— 1239  4-  «f, 

cg  + fi  **  +■  io 

cioè  x — 37.  S’incontreranno  adunque  i due  mobili  in  di- 
fianza  dal  punto  A di  35  miglia  dopo  dieci  ore  dal  prin- 
cipio del  moto  , come  fi  vedrà  foltituendo  nell’efprdTìo- 
ne  del  tempo  totale,  fxt  il  valore  ritrovato  della  x , ed  i 

C 

valori  di/,  e di  c. 

PROBLEMA  III. 

98.  Data  la  mafia  della  Corona  del  Re  perone  rnifla _ 
d’oro , e £ argento , e data  la  gravità  fpecifica  dell’oro , 
dclV  argento , e della  Corona , fi  dimanda  la  quantità  dell’ 
tino  , e deir  altro  metallo  . 

Sia  la  mafia  della  corona  —mt  la  gravità  fpecifica 

dell’oro  a quella  dell’argento,  come  1 9 a io  -7»  ed  alla 
fpecifica  della  corona,  come  19  a 17  . Si  chiami  x la  quan- 
tità dell' 010,  ch’è  nella  corona,  e però  m — x farà  quella 
dell’argento  . La  mafia  divifa  per  la  denfità,  0 gravità 
fpecifica  s’eguaglia  al  volume  di  un  Corpo  , dunque  il 
volume  della  corona  farà  m,  quello  dell’oro  x , quello 

17  1$ 

dell’ 
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dell'argento  w — x ; ma  il  volume  della  corona  è egua- 


le ai  due  volumi  dell’oro,  e dell'argento,  che  la  com- 
pongono; dunque  fi  avrà  l' equazione  m ~ x +.  m — x , 


cioè  , ordinandola  , 19-  io  tX-t  — 17  — 10^  X»» , 

19X10T  17X10T 

però  x ~ 6~ X \$m  , o fia  x— 190 m . Quindi  polla., , 
8fXi7  *zl 

per  efempio , la  mafia  della  corona  di  cinque  libbre , farà 
la  quantità  dell’oro  libbre  4 etftf,  quella  dell’argento  lib- 

■ **1 

bre  11?  . 

PROBLEMA  IV. 

99*  Se  due  pefi  ft-no  tali  , che  levando  dal  primo 
una  libbra  , il  reflo  fii  eguale  al  fecondo  accrefciuto  di 
quefla  libbra  ; ed  aggiunta  una  libbra  al  primo  , e tolta 
dal  fecondo  , Jìa  la  fomma  doppia  del  fecondo  diminuito  di 
quefla  libbra  , fi  ricercano  i pejì  . 

Si  chiami  il  primo  pefo  , il  fecondo  -y  , farà 
adunque  x—  i—yi-\  , per  la  prima  condizione  , 
x 4-  1 ~y—  1 , per  la  feconda  . Dalla  prima  fi  ricavi  il  va- 

X 

lore  y-x-i  , il  quale  fofiituito  nella  feconda  da- 

Q 2 


ra 
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rà  x+-  i ~ x — 3 , e però  at  +-  i :=  ìx  — , cioè  .v  — 7 , 

X 

cd  in  confeguenza  >=5. 

PROBLEMA  V. 

100.  Nel  dato  circolo  DCM  ( Fig.  !<;.)  data  la  intercetta 
A B fra  il  centro  , e la  MB  condotta  dall’  eflremità  del 
diametro  D M perpendicolare  ad  A C,  fi  cerca  nella  tan- 
gente M 0 il  punto  0 , onde  fia  il  rettangolo  di  0 M vu, 
M B eguale  al  rettangolo  di  D M in  AB. 

Si  chiami  AB—b , AM—a , MO—x , farà  MB  — 
l^aa  — bb,  e per  la  condizione  del  problema-.  , 

xV aa  — bb—lab , cioè  x — lab  . 

i/aT-bT 

Dal  punto  D fi  tiri  DO  parallela  a BM , faranno 
fìmili  i triangoli  MBA , DMO,  e però  MB,  BAY.  DM, 

MO ; cioè  \S aa  — bb , b'.’.ia,  MO  — lab  =#  . 

I — tb 

PROBLEMA  VI. 

101.  Dato  un  rettangolo  , ( Fig.  16.)  fi  cerca  uni 
parallelo- grammo  , i di  cui  lati  fieno  mùltipli  in  data  ra- 
gione dei  lati  del  dato  rettangolo,  e l'area  fubmultipla . 

Sia  ABCD  il  dato  rettangolo,  AB-a  , BC^.b  , 
c però  l'area  —ab.  Il  parallelo- grammo,  che  fi  cerca, 
fia  BFHG,  il  di  cui  lato  BF  debba  eflere  ad  AB  , co- 
me 
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«e  » ad  / , e però  BFz:  an  ; il  Iato  BG  debba  edere 

# 

* BC*  come  e,  e però  BG=bm ; e finalmente  l’area 

BFHG  debba  edere  al  dato  rettangolo  ab,  come  e ad  ri 
Chiamili  BL=x,  e però  condotta  FL  normale  a BG,  farà 

— xx  t adunque  il  parallelo  - grammo  B FH  G, 

99 


cioè  FL  X BG  farà  -fon^jann — xx,  il  quale,  poiché 

« ee 

deve  edere  al  rettangolo  ABCD,  come  e ad  r,  ci  darà 

l’analogia  bm  y' aann  — Xx , abile,  r\  e l’equazione., 

• M 

bmr  j/ aann — xx=ab.  Liberando  dal  radicale,  farà  aann  — 
" — 

xx  — aat  *,  cioè  xx  — aann  — aae 4 , e cavando  la  radice  , 

mrarr  « mmrr 

* — £ j/ aann — aat 4 . 

ce  mmrr 

Nel  lato  B A fi  prenda  BIzz  aee_ , ed  JM~  an  , e col 

mr  e 

centro  7,  e raggio  IM  fi  deferiva  il  femicircolo  MLP ; farà 
l’ordinata  BL=y/gan»—  aat 4 —x,  e dal  punto  L alzando 

a mmrr 

la  perpendicolare  LF  = BI,c  condotta  B F,  fi  prenda  BG~ 

bm,  e compito  il  parallelo  - grammo  BHFG , farà  cdò 

# 

=BGX  FL=abe,  cioè  al  rettangolo  BADC=ab , co- 

t 

me 
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. / — » ~*  • 

me  e ad  r ; ed  il  laro  B F farà  zzy  BL-^L  F~  ati , le  quali 

' v'  ' « 

cole  appunto  fi  dovevano  fare . 

L’  effrazione  della  radice  à portata  l’ambiguità  de*  fe- 
gni,  e però  due  valori  dell'incognita,  ed  in  conseguenza 
due  foluzioni  del  problema;  ma  èfacile  il  vedere,  che  quelli 
due  valori  fono  gli  lleflì,  nè  richiedefi  altro  per  il  valore  nega- 
tivo, fe  non  che  fi  faccia  la  fletta  co(lruzione,dalla  parte  di  B 
verlb  C. 

PROBLEMA  VII.  \ 

ro2.  Infcrivere  un  Cubo  in  un.i  data  Sfera  . . i 

Sia  KQE  P (Fig.aj.)  il  circolo  mifiìmo  della  sfera,  A 
il  centro , A T il  raggio  = a , AR  la  metà  dell’altezza,  o fia 
del  lato  del  cubo  infcritto,  e però  facciafi  A R = x . Per  lo  pun- 
to R s’ intenda  pattare  un  piano  normale  ad  aT,  ladicuico- 
mune  Sezione  colla  sfera  farà  il  circolo  Q NS  K FO,ed  il  qua- 
drato in  quello  circolo  infcritto  farà  una  faccia , o fia  un  piano 
del  parallelepipedo  infcritto  alla  sfera;  ma  perchè  il  parallele- 
pipedo deve  eflere  un  cubo,  converrà  adunque,  che  fiaGRz 
5 N=  NO,o  fia  A R = RI=  1 0,  e che  in  oltre  i piani,  da’  quali 
è chiufo , fieno  tra  loro  in  angolo  retto . Nel  circolo  KPE  Q 

farà  1*  ordinata  KR-RQ—^  aa  — xx  ,c  prefa  RI=RA  = x‘ 
farà  K 1~\/ aa-xx- 1-  x ,cd  IQ  — W aa  — xx — je,enel  cir-I 
colo  NKOQ  l’ordinata  10  = i/KlX,  lQ—\s aa — zxx  ; adunque 
farà  l’equazione  is aa — ixx  —x,e  pelò  aa~$xxt  ed  # := 
+ r/^j.Prefa  Seguale  alla  terza  parie  del  raggio  ^B,fuldia- 
i me- 


Dlgitized  by  Google 


ANALITICHE.'  117 

metro  Clr  fi  deferiva  il  femicircolo  CRfr\  il  puntò  R,  in 
cui  egli  taglia  il  raggio  AT , farà  il  putito  ricercato  , e_* 
farà  A R —y'aa  metà  del  lato  del  cubo  > dalla  parte  di  T 

j 

prefo  il  valore  pofitivo  , e dalla  parte  di  Z prefo  il  nega- 
tivo t quindi  prefa  AG  — AR,e  per  i punti  R , G tagliata 
•la  sfera  con  due  piani  normali  ad  RG,  e prefa  RH~ 
R1~RA,  e per  i punti  1 , H tagliata  la  sfera  con  due_» 
altri  piani  normali  ad  H l , e con  altri  due  per  5 N , FÒ 
normali  ad  NO  , farà  infcritto  il  cubo  . Imperciocché  per 
la  cofiru2Ìone  , come  è chiaro  , i piani  fono  tra  loro  nor- 
mali, ed  effendo  A R~  Rl—}/aj , farà,  per  la  proprietà 

1 

del  circolo  KQEP,  l’ordinata  e però  IQ  ^ 

i 

y/'zaa-^'aai  ed  IO  ~FKlXlQ—/'aat  ec*  ‘n  confeguen» 

t ì T 

za  tutti  i lati  eguali  ; il  che  ec. 

Dalla  coflruzione  di  quello  problema  ne  nafee  una_. 
aliai  femplice  dimofìrazione  fintetica  . Poiché  AFh  la-* 
terza  parte  del  raggio  A C,  farà  il  rettangolo  CA  F,  cioè 
il  quadrato  di  A R , la  terza  parte  del  quadrato  del  raggio, 
e perchè  AR  — RIt  fe  dal  centro  A della  sfera  fi  tirerà 
una  retta  Al  al  punto  I , farà  il  quadrato  di  Al  doppio 
del  quadrato  di  AR,  cioè  due  terze  parti  del  quadrato  del 
raggio,  e fe  dallo  fielTo  centro  A intenderai!!  condotto  un 
raggio  AO,  farà  il  quadrato  IO  eguale  al  quadratolo 
meno  il  quadrato  A 1,  cioè  eguale  al  quadrato  del  faggio 


meno 
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meno  due  terze  parti  di  cflTo  quadrato  , e però  eguale  ad 
una  terza  parte  del  quadrato  del  raggio , ed  in  confi. guen- 
za  IO  eguale  ad  AR  ec. 

PROBLEMA  Vili. 

103.  Dati  i due  circoli  concentrici  -A  C 0 , B D H, 
( Fi*.  28.  ) condurre  dal  punto  0 una  corda  tale  , che  fta — 
OM-DC. 

Sia  OC  la  corda  cercata  , e fia  F il  centro  , FH—a, 
FO  — b,  ed  abballata  la  perpendicolare  ME  ad  AO,  fia- 

FE  — x,  adunque  E M — Vaa—xx,  EO  -b  — x,  e però 

0 M — va  1 — ibx *+  bb . Dal  punto  C fi  conduca  C A all* 
cftremità  del  raggio  FA  ; faranno  fimili  i due  triangoli 

OEM , OCA , e farà OM,OE ::0A , OC, cioè  Vaa -2 bx  + bb, 
b _ x : : ìb , OC  - 2 bb  — 2 bx , ma  per  la  trentèlima  fella 

aa  —2  bx  4-  ^ 

del  terzo  d’ Euclide  è DOXO  M—BOXOH,  e però 

DO,  BO  ::  0H,0  M,  cioè  DO  — a 4-  l>Xb  — a,t  d in  Con- 
ica* — ti*  f ‘b 

feguenza CD  — CO — DO  — bb--  2 bx-t-  aa~vbb — ibx+-  aa, 

^ ai  — 1 bx  •+■  bb 

ma  per  la  condizione  del  problema  deve  eflere  OM—CD, 

dunque  farà  Vbb  — 2 bx  -b-  aa  — vbb  — 2 bx  +-  aa  , equazione 
identica  , onde  fi  ricava  , che  dovunque  fi  tiri  dal  punto 
O la  corda  OC,  farà  fempre  OM—CD ; il  che  li  conofce 

vero 
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vero  anche  conducendo  dal  centro  F la  perpendicolare 
FL  ad  una  qualunque  corda  OC;  imperciocché  effendo 
F il  centro  dell’uno  e dell’altro  circolo,  la  retta  FL  ta- 
glierà per  metà  tanto  DM,  quanto  CO,  e però  fe  dallo 
eguali  LC , LO  fi  leveranno  le  eguali  LD,  LM,  riman- 
gono eguali  le  CD,  MO. 

PROBLEMA  IX. 

104.  Data  la  retta  indefinita  NZ  ( Fig.  29.  ),  e dati 
in  ejfa  tre  punti  N , A , K , fi  ricerca  il  quarto  M tale  , 
che  fia  N M terza  proporzionale  di  N K,  A M . 

Poiché  fono  dati  i tre  punti  Ar,  A,  K,  fia  NA~a, 
NK~b,c  chiamata  AM-x  , farà  NM-a^-x,  adunque 
per  la  condizione  del  problema  avremo  b,  x,a  +-  # 
c ridotta  l’analogia  in  equazione,  **=  ab*  bx  , o fia_! 
XX  — bx-ab , che  è una  quadratica  affetta  . Si  aggiungo 
perciò  all’uno,  ed  all’altro  membro  il  quadrato  della  metà 

del  coefficiente  del  fecondo  termine,  cioè  bb,  e farà  ** 

4 

bx-*bb=ab-t-  W,ecavando  la  radice,*  — bzz±  i/ab  bb 

4 4 T * ~* 

o fia  x—b+2  1/ qab  4-  bb  . 

1 

Sulla  retta  A7 Z indefinitamente  prodotta  d’ambe  le 
. Parti  fi  Pendano  le  AR,  AQ  eguali  tra  loro;  ed  eguali 
ciafcuna  ad  NK  = b,  ed  RF  quadrupla  di  NA , cioè  =44  s 

R farà 
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farà  A F~  4 a-i-b  ; al  diametro  F Q fi  deferiva  il  femicir- 
colo  FHQ , farà  l’ordinata  nel  punto  A , cioè  AH~ 

1/4.7&  +■  bb\  quindi  aggiunta  in  diretto  AO  — NK  — b , e 

divifa  OH  per  metà  in  5,  farà  OSzzb-hVqab-h  bb-=x; 

% 

adunque  prefa  AM—OS , farà  Af  il  punto  cercato,  rifpetto 
alla  radice  politi  va . Ed  in  fatti,  deferitti  i rettangoli  5AT, 
AV,  AfO,  e condotte  le  diagonali  AI , A E,  poiché  05= 

b -+-  1/  4 ab  +-  /£ , farà  A S—  V 4.7/;  +-  M — A , ed  il  rettangolo 

1 l 

- di  05  X 5X  farà  eguale  ad  ab,  cioè  eguale  al  rettangolo 
di  0 AXA  AT  ; adunque  i lati  di  quelli  rettangoli  faranno 
in  ragione  reciproca,  cioè  farà  0 A , 0 S::  S A , A N , vale 
a dire  £ Af,  MA::  IN,  NA  ; adunque  faranno  in  diretto 
le  due  I A,  A E,  ed  in  confeguenza  fintili  i triangoli  IVE, 
AOE,  e però  farà  AO,OE  ::  IV,  VE  ; ma  AO  — NK , 
OE-AM,  1V=0S  = AM,  VE  — NM,  dunque  AfK, 
AM::  AM , NM ; il  che  ec. 

La  fopra  polla  coftruzione  riguarda  il  folo  valore.» 
pofitjvo  dell’incognita,  effendofi  prefa  la  radicale  affetta^ 
dal  fegno  pofitivo  ; in  fimil  maniera  però  fi  coilruifct  an- 
che il  valore  negativo  , E però  deferitto  l’altro  femicirco- 

\oFbQ,e  condotta  l’ordinata  Ab,  farà  Ob = b — 1/  4 db  +-  bb, 
quantità  negativa,  e divifa  Oh  per  metà  in  s , farà  0 s — 

b — V'  4 ab  4-  rb—x  . Adunque  la  x è quantità  negativa, 

c 
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e però,  prefa  da vcrfo  F la  Am  — Os , farà  tu  l’altro  pun- 
to , che  fcioglie  il  problema.  Imperciocché  farà  As  — 

Ab  — sh  — -b  — 1^4 ib  + bb,  e però  Os\sA  — ab  — OA  YSAN, 

X 

«dunque  fatto  il  rettangolo  Afa,  e condotta  la  diagonale., 
A i , poiché  AsXrffc  OA  X AN,  ed  AN—si , farà  As , sia 
AO  ,Os,e  però  Os  — Oe,  ma  Or  — Am,  dunque  Ve  — Nm . 
ma  per  i triangoli  fimili  AOc , iVe  abbiamo  AO,  Oe  : : iV , 
Ve,  ed  è AO  — NK,  iV-Os-Oe-  Am  .adunque  farà  A ’K, 
Atn  ::  A m,m  N , il  che  ec. 

Senza  rifolvere  l’equazione  x x — bx  — ab  — o del  pro- 
blema, fi  poteva  da  principio  colìruire  per  mezzo  del  nu- 
mero 94.  nella  feguente  maniera  . Si  prenda  ( F/g.  30.  ) 
RO~NK  = b , ed  in  diretto  OD  — NA  — a,  e fui  diametro 
HD  fi  deferiva  il  femicircolo  RMD,  farà  l’ordinata  OM  — 
Vab  ; Col  diametro  OR  fi  deferiva  l’altro  circolo  ARPO  , 
e dal  punto  M condotta  per  lo  centro  H la  retta  MN,  e_» 
prefa  AN-a,  NK—b , farà  AM  il  valore  pofitivo  dell’in- 
cognita ; e prefa  dalla  parte  di  A verfo  N la  porzione., 
Am  — PM,  farà  Am  il  valore  negativo.  Ommetto  la  co- 
fìruzione  d.lla  ftefia  equazione  per  mezzo  del  num.  95.  , 
perchè  da  sé  è troppo  chiara  . 


Il  2 


PRO- 
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PROBLEMA  X. 

105.  Dato  il  diametro  AE  del  femicircolo  AFE  ( Fìg. 
31.)  , e date  le  due  porzioni  CB , CD  dal  centro  C , ed  alzate 
le  perpendicolari  DF  , BH  ; nella  BH  prodotta  fi  dimanda 
il  punto  G tale  , che  condotta  al  punto  F la  retta  GF,fia 
il  rettangolo  di  GFXFD  eguale  al  rettangolo  di  AC\BD. 

Si  conduca  FH  parallela  ad  AE>  e fi  chiami  il  raggio 

CA  — r , CB  — a , CD—b , farà  DF—i/rr  — bb  — BH , c lìa_. 
HG  — x . Poiché  HF-CB  4-  CD -a  4-  b,  farà  GF  = 

l 'aa  + 2 ab  i-bb+-  xx , quindi  per  la  condizione  del  pro- 
blema averemo  \/aa  4-  lab  +-bb+-  xx  Yrr  — bb  — ar  -hbr  t 
adunque  levando  l’afimmetrìa  , farà  aarr  - labrr  4-  bbrr— 
aarr  +■  2 abrr  4-  bbrr  4-  rrxx  — aabb  — 2 ab  1 — b 4 — bbxx , e_> 
riducendo,  rrxx  — bbxx  — aabb  — lab’  — b*—o, cioè  xx  = 
aabb  4-  lab 1 4-  &4 , e però  ctlraendo  la  radice  , x — + 

r r — bb 

y^aabb  4-  lab'  4-  b* , cioè  x—  ab  4-  bb , ed  x-—ab—bb. 

rr~ib  l'VT ZTbf  X^rr—bb 

Deve  adunque  eflere  la  x , clic  fi  cerca  , eguale  alla  quar- 
ta proporzionale  di  FD,  DC,  ed  FH  ; quindi  poiché  gli 
angoli  in  D , ed  H fono  retti  , fe  fi  faranno  gli  angoli 
GFH,  gFH  eguali  cialcuno  all’angolo  CFD,  faranno 
limili  i triangoli  GFH , gFH,  CFD , ed  i punti  G , g 
( cioè  G rifpetto  al  valore  pofitivo  , e g rifpetio  al  negati- 
vo ) foddisfaranno  alla  quefiione  ; imperciocché  farà  FG, 

(Fg) 
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(Fg)ad  FH  ::  FC,  FD,  ma  FH—BD,  FC-AC,  adun- 
que farà G F ( gF ) aBD  ::  AC,  FD,epetòGF  {gF)  m 
FD-BDXACec. 

E’  facile  il  vedere  , che  rifpetto  al  valore  pofitivo  ba- 
tterà condurre  FG  tangente  nel  punto  F , poiché  eilendo 
retti  gli  angoli  GFC,  HFD,  tolto  il  comune  HFC,  fa- 
ranno eguali  gli  angoli  GFH,  CF D. 

PROBLEMA  XI. 

106.  Dalle  eflremith  della  data  AB  ( Fig.  32.-  ) con- 
durre due  rette  A C , BC  in  modo  , che  facciano  l'angolo 
ACB  eguale  al  dato  GDP,  e che  la  fomma  de'  quadrati 
di  AC,  e di  BC  Jìa  al  triangolo  ABC  nella  data  ragio- 
ne di  4 d ad  a . 

Si  divida  A B per  metà  in  E , e fi  faccia  EH-  x , 
HC—y;  adunque,  poiché  il  problema  è determinato, 
e fi  fono  prefe  due  incognite , converrà  ritrovare  due 
equazioni  ; fia  E A — a,  fata  A H—a  — x , H B — a 4-  x , e 
però  il  quadrato  di  A C farà  = aa  — * ax  a -yy  , il  qua- 

drato di  CB  farà  — aa^-  ux  + xx+yy  , ed  il  triangolo 
ACB  — ay  ; ma  per  la  feconda  condizione  del  problema  la 
fomma  di  quefii  quadrati  deve  efllre  al  triangolo  ^BCnelIa 
data  ragione  di  4^  ad  a ; adunque  averemo  1 a a +•  ix  x -+ 
ìyy,  ay::e\d,  a , e però  l’equazione  aa  + xx -t-yyzzidy . 
Deve  in  oltre  edere  l’angolo  ACB  eguale  all’angolo 
dato  GDP,  e però  prodotta  PD,  fc  l’angolo  GDP  è 

ottu- 


Digitizsd  by  Google 


i*4  ISTITUZIONI 

ortufo , e prefa  D G ad  arbitrio  , fi  tiri  G F normale  a 
PF,  farà  noto  l'angolo  GDF,  eflendo  dato  l’angolo 
GDP  ; e perqhè  di  più  è nota  DG,  che  è fiata  prefa 
ad  arbitrio  , faranno  date  le  due,  D F che  fi  ponga-.:=£, 
e GF,  che  pongafi  =c;  adunque  condotta  dal  punto  A 
normalmente  a BC  prodotta  la  AI , dovranno  effere_* 
limili  i due  triangoli  GDF,  ACI . Ora  per  la  fimili- 
tudinede’  triangoli  BCH,  BAI,  fi  avrà  AI—  lay  , 

^ aa 4-  iax+-  xx+-  yy 

BI—  ìaa  tax  , e però  CI—  aa—xx—yy  ; adunque 

iai  +-  xx-\-yy  V ae+.  tax+.  XX+.  yy 

dovendo  efTere  CI,  A I ::  D F , FG  , avremo 
aa  — xx—yy  , lay  : : b , c ; e però  la  fccon- 

V' 10^4.  xx^.  yy  V aa+.  iax+  xx+.  yy 

da  equazione  ràby  — aac  — cxx  — cyy . 

Per  eliminare  una  delle  due  incognite  , dalla  pri- 
ma , e dalla  feconda  delle  due  equazioni  fi  cavi  ( per 
il  num.  82.  ) il  valore  del  quadrato  xx  , cioè  dalla  pri- 
ma , xx  — ìdy  — yy  — aa,  dalla  feconda,  xx  — aa  — yy  — 2 aby. 


c quinci  l’equazione  ìdy  — yy  — aa  — aa  — yy—  laby  , cioè 

C 


dy—aa  — aby,  o Ha  ( fatta  abj=.f)  y~na,  valore  della_ 

c e d f 

y dato  per  le  fole  cognite,  e fofiituito  quello  valore  in 
luogo  della  y nell’equazione  xx  — ìdy— yy  — aa  , avraflì 
finalmente  xx  — ìaad—  a 4 — aa , cioè  xx  ~ aadi—  aiff—a*. 


d+f 


d+f 


d+f 


e 
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c però  * = +; oi/dd—f—  aa  , valore  dato  per  le  foio 
quantità  cognite  . 

Si  conduca  A K indefinita  >che  faccia  l’angolo  k AB 
eguale  al  dato  GDP,  e dal  punto  E fi  abbati!  la  pei- 
pendicolare  indefinita  £ M,  e dal  punto  A la  retta  A L 
perpendicolare  ad  A K . Poiché  fatta  D R.  perpendico- 
lare a P D , l’angolo  RDG  è eguale  all’angolo  DGF , 
farà  fimilmeore  l’angolo  LAE  eguale  allo  lleflb  DGh , 
cd  in  oltre  fono  retti  gl’ angoli  E,F;  adunque  faranno 
fimili  » triangoli  LAE,  GDF , e però  EL-ab=f, 

C 

AL-l/aa+f.  In  E L prodotta  fi  prenda  L M—d,  e 
col  centro  L , ragg  o L M fi  deferiva  un  circolo  , che 
taglierà  AK  in  K;  poiché  l’angolo  K AL  è retto,  farà 

l’ ordinata  AK  — V'  dà -f-  aà  , quindi  fatta  E N—AK  , 
e condotta  Jtfv*  , e ad  efTa  parallela  la  NH  dal  punto 

N,  farà  ME, E A:  : NE,  E Hjcioèd-t-/,  a dd  -f -a*t 

EH—aU'di  — ff—  aa  ~x  . Ciò  fatto  , col  centro  L,  e col 
777 

raggio  LA  fi  deferiva  il  circolo  OCQ,  e fui  punto  H 
alzata  la  normale  Chi,  fi  conducano  CA , CB,  il  trian- 
golo ACB  farà  il  ricercato.  Imperocché  , per  la  31.  del 
terzo  libro  d’ Euclide  , l’angolo  ACB  è eguale  all’ an- 
gelo KAE,  cioè,  per  la  coflruzione,  eguale  all’angolo 

GDP,  e per  la  proprietà  del  circolo,  PCrri/ÒPX  PQ  — 
àf+tf+-aa,  e però  HC=  aa_,  e facendo  il  calcolo  tro- 
J77  d +■/  ve- 
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veremo  , che  la  fiamma  de’  quadrati  di  AC , e CB  c 
appunto  al  triangolo  ACB  nella  data  ragione  di  /\d  ad 
a ; il  che  ec. 

11  legno  ambiguo  dell’ equazione  finale  ci  dà  due 
valori  eguali  della  *■,  uno  pofitivo,  e l’altro  negativo; 
fe  adunque  EH  prefo  verfo  A fi  confi  lera  pofitivo, 
farà  Eh  prefo  verfo  B ed  eguale  ad  EH  il  valore  ne- 
gativo , che  ci  fomminillrerà  la  lidia  corruzione  . 

E’  chiaro  , che  il  problema  farà  imponìbile  ogni 
qualvolta  non  fia  dd  maggiore  di  Jf+-aa  , cioè  L M 
maggiore  di  LA,  perchè  allora  il  radicale  farà  imma- 
ginario . 

■ ‘ ? . 

PROBLEMA  XII. 

107.  Dato  ( Fig.  33.  ) il  femicircalo  BED  , e nel 
diametro  prodotto  dato  un  punto  A , da  ejfo  condurre  una 
fecante  A E tale  , che  la  intercetta  G E Jìa  eguale  al  rag- 
gio C B . 

Sia  CB  — c,AB—b,AD  — a,  ed  AG  = x;  farà  dunque, 
per  la  condizione  del  problema,  A E — c-b  x;  ma  per  la», 
trentefima  fella  del  terzo  d'Euclide  il  rettangolo  E AG  è 
eguale  al  rettangolo  DA  B , e però  avremo  l’analogia  AE , 
AD  ::  AB,  AG,  cioè  c+-x,  a\:  h,  x,  adunque  farà  l’e- 
quazione xx  +cx  — ab,  che  è una  quadratica  affetta,  ed  al 

Polito  rifoluta  ci  darà  x Cc  +-  ab'— c. 

» 

Sulla 
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Sulla  retta  DA  prodotta  prefa  AR—AB—b , fi  de- 
feriva al  diametro  R D il  femicircolo  R 0 D,  e condotta 

l'ordinata  che  farà  = v^ab\  normale  ad  AO  fi  tiri 

i tT  ;1!-  rv  , • 7 

OM—-c,  farà  AM—V'-cc  +■  ab  ; quindi  col  centro  Af, 

col  raggio  ’MO  fi  deferiva  il  femicircolo  QOP  ,farà  AQ  — 
v^-cc^-ab  — c , valore  pofitivo  della  x , ed  A P farà 

T * • " . . -i 

. . ^ . - * - • ~ - ».  . v ..  ; 

I v ‘ ► » » , ’ 

=-  v'-cc  -1-  ab  4-  c , e però  A P prefa  negativa  farà  il  valore 

4 - 

* . « . / V .•  V ’• 

negativo  . Adunque  fe  col  centro  A , e col  raggio 
fi  dtferiverà  un'  arco,  taglierà  elTo  il  femicircolo  BED 
nel  punto  ricercato  G ; e fe  nella  parte  inferiore  fi  deferi- 
verà  fui  diametro  R H — B D il  femicircolo  RGH , l’arco 
dal  medelìmo  centro  A col  raggio  A P deferitto  lo  ta- 
glierà nel  punto  ricercato  G,  che  fpecta  al  valóre  negati- 
vo . Imperciocché  elfendo  EAXAG—DAX  AB,  cioè 


E A Yy  --cc  ab — c — ab  , farà  EA  — 

» i il  li  . . ■ 


ab 


Y~cc+-  ab — c 


e però  E G — ab — \/-Lcc+.  a\}+.  c , cioè,  ridu- 


• f . ? V 

y 


• \^-cc  4-  ab — c 

T « — 


cendo  al  comun  denominatore , E G — — cc  +-  c V-  cc  +-  ab. 


t 


- * _ . 


\/  l.cc-t-ab — c 
4 
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e facendo  attualmente  la  divifione,làrà  finalmente  EG—e, 
come  deve  eflere  . 

Lo  fteffo  calcolo  procede  rifpetto  alla  cofiruzione  del 
valore  negativo,  fervendoli  del  rettangolo  HAR  in  luogo 
di  DAR. 

Anche  finteticamente  fi  può  dimoftrare  la  foluzion* 
del  problema  cosi . 

ElTcndo  AO—RAD,  ed  E AG— D AB , c per  la 
coftruzione,  AR  zzAB , AQ —AG{,  QP = BC,  MO  = MQ  , 

farà  AO  +-  0 M,  cioè  AM— E AG  +•  QM , cioè,  per  Ia_ 

— % *•  . . — % 

quarta  del  fecondo  d'Euclide,  AQ+-iAQM+-QM~ 

— » 2.  — 1 

EAG-i-QM,  e levato  il  comune  QMjfarà  AQ  + zAQM— 

— » a 

E AG  y e per  la  terza  dello  ftelTo  libro,  AQ+-  zAQM— 

EGA+-GA;  ma  AQ  — AG , dunque  farà  z AQM—EGA, 
cioè  AQ,  AGr.EG , zQM,  eperò  EG  = zQM—BC\ 
il  che  ec.  ... 

PROBLEMA  XIII. 

108.  Dati  due  archi  di  circolo  , e le  tangenti  loro  j 
ritrovare  cofa  fi  a la  tangente  della  fomma  dei  due  dati 
archi  . 

Sieno  (Fig.  8.)  i due  archi  dati  AH,  HD  , eie  tan- 
genti Al  — a,HK—b,  il  raggio  CA—r , la  ungente  della 

fomma  de*  due  archi  dati  fia  AB—x,  farà  CB  —^rr-t-xx, 
Cl—V'  rr  + aa , CK-^rr-hbb,  ed  abballata  la  DEper- 
> • pen- 
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pendicolare  a CA , e DF  perpendicolare  a CH%  perla 
fimilitudinc  de’ triangoli  CBA , CD£  farà  CE  = rr  , 

^ rr  +•  xx 

ED—  rx  , e per  la  fimilitudine  de'  triangoli  CKH, 

Y rr+xr 

CDF , farà  D F~  br  , e perchè  fltnili  pure  fono  l 

% +-  AA 

triangoli  C£0,  DFO,  averaffi  £0  — ar  % 

ys  rr  +.  XX 

CO  — r V rr  -i-  aa  , DO~z  b v rr  +■  aa  , e però  averaffi 

l''  rr  +.  xx  yS  rr  +■  AA 

l’equazione  ED  = E 0 +•  OD,  cioè  ar  -n^rr  +- 

rr  j»x  l^rr  H»  AA 

r*  , o fia  rv  — ar  = b i/rr-r  aa  , e quadrando,  per 

rr  -t-  .vjf  ^ rr4~  xm  V rr  +•  AA 

liberarla  dai  radicali  , farà  rr#*  — aarr#  +-  aarr  =: 

rr  4.  xx 

bbrr  + aàbb  , e riducenda  al  comun  denominatore,  e to- 

rr  +•  ^ 

gliendo  i termini , che  fi  elidono,  far ì r* xx—2ar*x  — 
tabbrrx +•  aar*—aabbxx+  bbr  4 , cioè  xx~  lar+x— • iabbrrx~ 

r 4 — aabb 

èbr*  — aar*y  quadratica  affetta  ; adunque  aggunto  all* 
r 4 — aabb 

uno  , ed  all’altro  membro  il  quadrato  della  metà  del 
coefficiente  del  fecondo  termine  , cioè  il  quadrato 

Sa  di 
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di  — ar*  — ahbrr  , farà  xx  — 2 ar*  x — labbrrx  + 
r 4 — aabb  r'  — aabb 

a n r'+-  2 aabbrs  + aab*  r*  ~bbr* — a at*  +aar  * +•  nabbr‘+aab*r*t 

r4  — aabb  r 4 — aa ^ r 4 — a 

c però  cavando  la  radice  , e riducendo  al  comune  de- 
nominatore l’omogeneo  di  comparazione,  x—  ar 4 — ahbrr— 

r4  — aabb 

± * 4-  laabbr *+a*bbr*  ; ma  la  quantità  fotto  il  vin- 

- - — a 

r*—aabb 

colo  è un  quadrato , e la  radice  è br*4-aabrr , o pure 

r*  — aabb 

_ br+-aabrrt  adunque  prendendo  in  primo  luogo  la  ra- 
r4  — aabb 

dice  pofitiva , farà  x ~ ar*4-abbrr+  aabrr  + br 4 , e prefa_» 

r4 aabb 

la  negativa  , farà  x—ar*  + abbrr—aabrr—br 4 ; ma  nel 

r^  — adbb 

primo  cafo  tanto  il  numeratore  , quanto  il  denomina- 
tore fono  divifibili  per  rr-t-ab,G d il  quoziente  è arr+.  brr  % 

rr“  a b 

t nel  fecondo  cafo  tanto  il  numeratore  , quanto  il  de- 
nominatore  fono  divifibili  per  rr—ab , ed  il  quoziente 
è grr-brr  ; adunque  i due  valori  dell’incognita  fono 

rr  -f-  ab 

X = rrX  J * = rrXJ-b  , il  primo  de’  quali  fervirà 

rr  — «A  *''■*-«*  per 
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per  la  tangente  della  fotnma  degl’ archi  dati , il  fecondo 
per  la  tangente  della  differenza  ( come  appunto  fi  tro- 
va feiogliendo  il  problema  in  quello  cafo  ) il  quale  va- 
lore farà  pofitivo  , o negativo  , fecondo  che  l’ arco  , o 
fia  la  tangente  a farà  maggiore  , o minore  della  tan: 
gente  b . 

Ciò  pollo  , non  è diffìcile  paffare  alla  foluzione  gene- 
rale del  problema  , cioè  dati  quanti  fi  vogliano  archi  con 
le  loro  tangenti , ritrovare  la  tangente  della  fomma  di 
tutti  quelli  archi , il  che  lì  potrà  fare  nella  feguente  m 1- 
nicra  . 

Sieno  in  primo  luogo  tre  gli  archi  dati,  e le  tangenti 
loro  fieno  ayb  tc.  Per  l'antecedente  foluzione  faràrrXa  -*•£ 

rr ab 

la  tangente  della  fomma  di  due  archi, de’ quali  le  tangenti 
fieno  a,  b\  fi  chiami  quella  tangente  z , e però  farà  z = 

rr  X 0 +■  b , ma  per  la  fieffa  foluzione  farà  rr X z +■  c Ia_. 

rr  m—  ab  rr  . zc 

tangente  della  fomma  di  due  archi , de’  quali  le  tangenti 
fieno  z,r,  e z è la  tangente  della  fomma  di  due  archi 

delle  tangenti  a , b ; adunque  rrXz  + f farà  la  tangentu 

rr  — ■ zc 

della  fomma  di  tre  archi  delle  tangenti  3,  by  c,  e forti- 
tuendo  in  quella  efpreflione  in  luogo  di  z il  fuo  valore^. 

rr  X a +■  b , avremo  la  tangente  della  fomma  di  tre  archi 

rr — ab 

«fpref- 


/ 
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efpretta  con  le  fole  tangenti  date.j,  b , cy  la  quale  fari 

rr\a+  b +-  c — abc  . Con  lo  fletto  artifizio  averemo  la»* 

>r  — ab  — ac  — he 

tangente  della  forama  di  quattro  archi,  effenda  le  tangenti 
date  a , b , c e farà 

rr  X arr  + brr  +.  crr  +-frr  _ abc  — abf—  acf  — bef 

rrXrr  — ab  — ac~-af—bc-~bf~-cf  +.  abef 

La  tangente  della  fomma  di  cinque  , etttndo  le  tangenti 

dare  a , b , c , /,  g,  farà 

r4  -r£  rrXabc+abf*-acf*-at’g+J‘cf'  ¥acg+icg+'  ff+afg  +cfg+abcfg 

ri  X rr-ab-ae-afi-og.bc-bf.bg.cf-cg-fg  il-cf beg  -+>i bfg  -birfg  ■+!>efg  » 

e cosi  di  quant'  altri  archi  fi  vuole  ; dalle  quali  cofe  fi  ca- 
va una  regola  generale  per  formare  la  frazione, che  efpri- 
ma  la  tangente  della  fomma  di  quanti  fi  voglia  archi  dati, 
e larà  quella  : 

Per  formare  il  numeratore  della  frazione  fi  prendano 
le  fonarne  di  tutti  i pottìbili  prodotti  di  numero  difpari  , 
che  fi  poilono  fare  colle  tangenti  date , per  efempio , fe 
le  tangenti  fono  fette  , fi  prenda  la  fomma  di  tutte  quelle 
tangenti  , indi  la  fomma  di  tutti  i terni  , che  fare  fi  potto- 
no , poi  la  fomma  di  tutte  le  cinquine  , e finalmente  il 
prodotto  di  tutte  fette;  quelle  fomme  fi  moltiplichino  per 
tanta  poteflà  del  raggio,  quanta  a ciafcuna  fa  bifogno , 
perchè  fieno  di  dimenfione  maggiore  d*un’ unità  del  nu- 
mero delle  tangenti  date  , ed  a quelle  fomme  fi  prefigga 

alrer- 
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alternativamente  il  fegno  +-  e — , cioè  alla  forama  di  tut- 
te il  fegno  +.  , alla  fomma  di  tutti  i terni  il  fegno  — , e 
cosi  di  mano  in  mano  , e farà  fatto  il  numeratore  . 

Per  formare  il  denominatore  fi  prenda  il  quadrato 
del  raggio  , indi  la  fomma  di  tutti  i prodotti  di  numero 
pari , che  fi  poffòno  fare  colle  tangenti  date  , cioè  tutti 
gli  ambi  , tutti  i quaderni  ec. , quello  quadrato  del  rag- 
gio , e la  lòmma  di  tutti  gli  ambi  , di  tutti  i quaderni , di 
tutte  le  fedine  ec.  fi  moltiplichino  in  tanta  poteilà  del  rag- 
gio, quanta  a ciafcuna  fa  bifogno,  perchè  fieno  di  dimen- 
fione  eguale  al  numero  delle  tangenti  date  . Al  quadrato 
del  raggio  fi  prefigga  il  fegno  +■ , a tutti  gli  ambi  il  fe- 
gno — , a*  quaderni  il  fegno  , e cosi  alternativamente, 
e farà  fatto  il  denominatore  . 

La  regola  per  lapere  quanti  fieno  tutti  gli  arabi , o 
terni  ec.  polfibili  di  un  numero  di  quantità  date  farà 
quella  : 

Si  feriva  il  numero  delle  quantità  date  , indi  fi  pro- 
feguifea  la  ferie  decrefcente  de*  numeri  naturali;  fono  elfi 
numeri  per  ordine  fi  feriva  la  ferie  creCcente  de*  numeri 
naturali  cominciando  dall’unità  ; pofeia  fi  faccia  il  prodotr 
lo  di  tanti  termini  della  ferie  di  fopra  , quanto  è l’indice^, 
•della  combinazione  , che  fi  vuol  fare  ; fi  faccia  pure  il 
prodotto  d'altrettanti  termini  della  ferie  di  fimo  , e fi  di- 
vida un  prodotto  per  l'altro  , il  quoziente  farà  il  numero 
.cercato.  Cosà  per  fapere  quanti  ambi , terni  ec.  fi  polTòn® 

fare. 
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fare,  per  efempio,  di  cinque  quantità,  fi  feriva  y,  4,  3,  2,  xl 

2»  3»  4»  5* 

Il  prodotto  de*  due  primi  numeri  della  ferie  di  fopra_. 
è 20  , che  divifo  per  il  prodotto  de’  due  primi  numeri 
della  ferie  di  fotto  dà  di  quoziente  io  ; e però  10  faranno 
gli  ambi  . Il  prodotto  de’  primi  tre  termini  è 60 , che  di- 
vilo  per  il  prodotto  de’  primi  tre  termini  di  fotto  , cioè 
per  6 , dà  di  quoziente  io  , e però  faranno  io  i terni  ec. 

Dalla  foluzione  di  quello  Problema  fi  cava  , come_. 
corollario,  la  foluzione  di  un’altro  più  femplice  , cioè  data 
la  tangente  di  un’  arco  , ritrovare  la  tangente  di  un’  arco 
moltiplo  fecondo  un  qualunque  dato  numero  ; imperoc- 
ché in  quello  cafo  balla  fare  tutte  le  tangenti  date  eguali 
tra  loro  , ed  eguali  alla  tangente  dell’  arco  dato  . Sia  per 
efempio  la  tangente  dell’arco  dato  = a,  c l ì cerchi  la  tan- 
gente dell’arco  doppio,  triplo  ec.  Nella  formola , che  ab- 
biamo ritrovata  per  la  tangente  della  fomma  di  due  ar- 
chi dati  , in  vece  della  lettera  b fi  ponga  fempre  a , ed 
avremo  la  formola  o efpreflione  dell’  arco  doppio  ìarr  . 

rr  — aa 

Nella  formola  per  la  tangente  della  fomma  di  tre  archi 
dati  in  vece  di  b , e di  c fi  ponga  per  tutto  a , ed  avre- 
mo l’efpreffione  dell’arco  triplo  %arr— a*.  Similmente-. 

rr  — iaa 

dell’  arco  quadruplo  farà  4 ar 4 — 4 a * rr 

j 

r4—  taarr  -1-  a* 

dell’ 
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dell’arco  quintuplo  farà  5 jrr ♦ — xoj'rr  + a1 , e cosi  fuc- 

r + — 10  aarr  +•  ja4 

cefllvaraente . . " ; • 

Quindi  fi  può  formare  la  feguema  progrcflìonc,  olla 
canone  generale  per  la  tangente  d' un’  arco  rnoitiplo  fe- 
condo un  qualunque  numero  intiero  « 

nrn'la-n.n-i.n-2  ’J'-J  -n.n-i.n-z.u-2J:  q.H-f.n-tf  *'7  . 

r a' — z r a'' i : — - — - r a7  cc. 


1.».  j.4.j 


t . l.J .4. 5 «-7 


r 4- 2.»-3  «*r  -tt.n.i. n-2.n-2.n-d.n-'!  *7  , „ 
r _r  a’ _ — -}•  rt  cc. 

« • » i . 2 3 . 4 fc.1 . J .4  . y.6 


Ritrovata  la  tangente  di  un’arco  moltiplo  fecondo 
un  qualunque  numero  intiero,  facilmente  fi feioglie  il  pro- 
blema inverfo  ; cioè,  data  la  tangente  di  un’arco,  ritro- 
vare la  tangente  d’ un' arco  fubmultiplo  fecondo  un  qua- 
lunque numero  intiero  , vale  a dire  dividere  un  qualun- 
que arco  , o angolo  in  quante  parti  fi  vuole  eguali  . Im- 
perocché fia  la  tangente  dell’arco  dato  b\  ed  n il  numero  , 
fecondo  cui  fi  vuole  l'arco  fubmultiplo , fi  prenda  la  tan- 
gente ritrovata  per  l’arco  multiplo  per  lo  numero  » , in— 
luogo  di  a fi  ponga  x , e cosi  x farà  figura  di  tangente^ 
dell’arco  fubmultiplo.  Quella  tangente  dell’arco  multiplo 
è adunque  eguale  alla  data  è,  onde  fi  avrà  l’equazione  , 
che  fi  cercava  per  la  incognita  x * 

Efiendo  adunque  data  la  tangente  b , il  raggio  r , 
farà  l’equazione  della  tangente  per  l'arco  fubtriplo 
x * — * 3 bxx  — yrx  +■  brr  zzo;  per  l'arco  fubquintuplo  farà 
x s — 5 bx* — 1 orrx'  4-  iobnxx  -i-  jr4*  — br*zz  o ec.  1 

T PRO- 
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PROBLEMA  XIV. 

lop.  Ritrovare  un  triangolo  ALO  ( Fig.  34.  ),  * di 
cui  lati  AO,  LO,  AL,  ed  il  perpendicolo  LI  fieno  in 
geometrica  continua  proporzione. 

Si  prenda  ad  arbitrio  un  lato  , per  efempio,  AL— a, 
c fia  OLzzx,  farà  per  la  condizione  del  problema  AO = 

a 

ed  Lizzai,  e però  Al—  1 / aa  — a*,  edIO=  j/ xx  — a4; 

T m ' **  ** 

adunque  AI+-  IOzzAO,  cioè  1/ aa-aA- 1-  j/ xx—a*zzxx, 

XX  XX  4 

o fia  xx  — 1/ xx  — aa—  ^/a 1 — a*  » e*  quadrando  , 
x * — 2.v.v  1/ .v#  — a4  +•  xx  — a*  zz  aa  — a*  , cioè 

a ' XX  xx  xx 

x*+-xx — aazzixx  \/ xx — a 4,  e di  nuovo  quadrando , 

7a  , . a ’ xx  , . . 

x'  4-  ix6  +-  x* — ìx*  — ìaaxx  ^ -a*  zz  4* 4 — 4 aaxx , e fittal- 

a*  aa  , . ' aa 

mente  riducendo  al  comun  denominatore  , ed  ordinan- 
do l’equazione,  farà  x * — 231#* — a4#4  +-  za* xx  +-al  = o, 
la  quale  fembra  efferc  dell’ottavo  grado  , ma  fe  fi  of- 
ferverà,  ch’ella  è un  quadrato,  fatta  l’effrazione  della- 
radice,  fi  troverà  x 4 — aaxx — a*—o  , che  è una  qua- 
dratica affetta,  e però  trafportato  all’altra  parte  il  ter- 
mine a* , cd  aggiunto  ad  ambi  i membri  dell’  equazio- 
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ne  a* , ed  efiratta  la  radice  colla  lolita  regola  delle  qua- 

♦ 

dratichc  affette,  farà  xx — aa  — +:  4 , cioè  xx — aairi^^a*, 

T"  » * 


e finalmente  xzz±  \/  aa±L  \s  . 

; \ . > ' ' 1 

Quattro  adunque  faranno  i valori  della  noftra  inco- 
gnita , ma  fi  avverta  , che  la  quantità  i ' j a*  b maggio- 
re di  aa  , e però  fe  fi  prenda  la  radicale  v ya4  nega- 
tiva , cioè  — 1/544 , la  quantità  fotto  il  vincolo  radicale 
comune  farà  negativa  , quindi  il  valore  della  x imma- 
ginario , e però  due  valori  faranno  immaginarj  , cioè 


aa 


*■=;+;  j/ aa — v y<J4;  e due  reali,  cioè  , 

1 ‘ ’ * 
ambi  eguali , ma  pofitivo  l’uno  , c negativo  l'altro. 

Sull'indefinita  AQ  fi  prenda  AL—ay  LC—a  r'y,  e 
CB  — a , e defcritto  fui  diametro  AB  il  femicircolo  AFB , 

fi  erigga  b perpendicolare  CF,  farà,  per  la  proprietà  dei 

circolo,  CF — j/ aa  +-  aa  u'y  = x . Divifa  per  metà  AC  in  H, 

% 

col  centro  A , raggio  A H—j  +-  xx  fi  deferiva-, 

i a 

l’arco  HO  , dal  punto  L fi  tiri  LO  — CF , e terminata  all' 
arco  HO,  e fi  conduca  AOy  e la  perpendicolare  L/,  farà 
ALO  il  triangolo  ricercato.  Imperocché  effendo  AL—ay 

LO  — x~\/aa+-aa\/  5,  AO  — AH—xx—a +- 1/  y<j.7,  farà 
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AO,LO::LO,LA.  Ma  i due  quadrati  di  A L , e di  LO 

prefi  aflleme , cioè  aa  +■  aa  4-  aa  v 5 > f°no  c8ua^  *lua“ 

. * 

drato  di  AO,  cioè  6aa  +.ra^  ^aa  , adunque  l’angolo  ALO 

è retto,  e però  farà  AO,  LO  ::  AL,  LI  ; ma  perchè  è 
pure /f  0,  LO::  LO,  L^,faràanche  LO ,LAnL A,  Lì, 
il  che  ec.  L’altro  valore  negativo,  che  è eguale  al  pofiti- 
vo,  fervircbbe  per  la  coflruzionealdi  fotto  della  linea  AB. 

PROBLEMA  XV. 

ito.  Dividere  in  tre  farti  eguali  un  dato  angolo  . 
Tre  cafi  comprende  il  propofto  Problema  ; l’ uno 
quando  l’angolo  dato  fia  retto  ; l’altro  quando  fia  ouufo; 
ed  il  terzo  quando  fia  acuto. 

In  primo  luogo  fia  ( Fig.  35*  ) l’  anSol°  retto  MA 
che  fi  fupponga  divifo  in  tre  parti  eguali  dalle  rette  AC  , 
AD  e fia  AB -a,  ed  albata  in  B la  perpendicolare  BC, 
prodotta  incontri  in  D la  AD,  e dal  punto  D fi  conduca 
D M parallela  ad  AB  , e fi  chiami  BC~x,  farà  AC  = 
ma  poiché  l’angolo  CAD  deve  edere  eguale^ 
all’angolo  D A M,  e per  le  parallele  A M,  BD  l’angolo 
DA  M è eguale  all’angolo  A DC,  faranno  eguali  gli  an- 
goli CD  A,  C A D ; e però  CD  — CA  — \Saa-t-xx,  quindi 

Bd  = x -h  v'aa^xx  . Ma  devono  edere  in  olire  eguali 

. ..  i due 
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i due  angoli  BAC,  CAD,  o fu  CD  A,  e però  ne’  due^ 
triangoli  li  DA , CAB  lari  l’angolo  CAB  eguale  alt  ango- 
lo B DA  , e l’angolo  B retto  è comune  , adunque  anche_# 
il  terzo  BCA-BAD , t però  fintili  i triangoli  ; quindi 

areremo  AB,  BC::BD,  AB,  cioè  a,  x : : x 4- 1 yaa  +-  xx,  a, 

e però  l’equazione  aa—xx-\-xVaa*-xx,  c trafportando 
il  termine  xx,z  quadrando, farà  aaxx+  x*zui*  — zaaxx+  x 

cioè  3 aaxxzza*,  e finalmente  x—± z/^aa. 

i 

Si  produca  AB  in  S,  onde  fia  BS—A/B—a\  fui  dia- 

3 J 

metro  AS  fi  deferiva  il  femicircolo  ACS,  l’ordinata  BC 
farà  zzyUa—x.  Condotta  adunque  A C al  punto  C,  e pre- 
3 

fa  CD  —AC,  e condotta  AD,  farà  il  dato  angolo  divifo 
in  tre  parti  eguali . Imperocché  e (Tendo  B C—y'aa , farà 

T 

A C - / 6,  aa  - CD  , ed  AD  - ^ AB  +-  B D - 
3 

//aa+-  <$aa  +■  zay'^aazzza  però  AD, AB  ::  za, a ::  z,  1; 

T 9 

e DC,CB  ::y^àà,yaa  ::  2,1,  cioè  nella  mcdcGma_. 
3 3 

ragione  di  AD,  AB  ; adunque  , per  la  terza  del  fedo 
d’Euclide  , l’angolo  BAC-  CAD,  e per  edere  CD-C A, 
farà  pure  l'angolo  CAD—C  DA  — DA  M , il  che  cc. 


Il 
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Il  valore  negativo  , che  al  pofitivo  è eguale  , fervi* 
rebbe  per  la  divilìone  dell’  angolo  mAB. 

Sia  l’angolo  BA  M ornilo  (F/£.  3 <S.)  , condotta  paral- 
lela ad  AM  la  BDt  e fatto  il  relto  come  fopra  , fi  tiri 
AR  normale  a BD.  Poiché  l'angolo  A BD  è noto  , per 
efTere  il  fupplemento  del  dato  M AB , e l'angolo  R è ret- 
to , ed  è data  la  AB  , farà  pure  nota  ancora  la  B R,  cho 

fi  chiami  — b ,e  però  A R—Vjj  — bby  CR — x — b,  AC— 

i/aa—  ìbx  -t - xx  — CD  \ BD  — x+-  « /aa  — 2 bx+.  xx,  quin- 
di per  i triangoli  fimili  ABC , ABD  far kAB,  BC:iBDt 

BA,  cioè  <7,  x ::  *•  4-  Vaa—  zb x +•  **•,  a,  vale  a diro 

aa  — xx  +■  x — ìbx  +-  xx  , e levando  I’afimmetrìo  , 
2 bx'  — ^a.ixx  -t-  a+— o,  equazione  folida  del  terzo  grado, 
che  per  ora  fi  lafcierà  da  me  intatta  . 

Sia  finalmente  l’angolo  BAM  acuto  ( Fig . 37.)»  la— 
perpendicolare  dal  punto  A a.  DB  prodotta  cadtrà  al  di 
fotto  del  punto  B in  R , e però  farà  RCzz  b 4-  x , AC  — 

zz  v'aa  4-  ìbx  4-  xx  , quindi  ripetuto  lo  fleffo  difeorfo  del 
cafo  antecedente,  averaffi  l'equazione  2 bx'  +•  $aaxx  —a*—oy 
diycrfa  dall’antecedente  folo  ne’  fegni  ec. 


CAPO 
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CAPO  III. 

. i t 

Della  corruzione  de'  luoghi , e de’ Problemi  indeterminati , 
che  non  eccedono  il  fecondo  grado  . 

ili.  Cofa  fieno  i problemi  indeterminati,  e come  efig- 
gano  le  due  incognite  fi  è veduto  al  num.84.  Dal  variarli 
adunque  in  infiniti  modi  il  valore  di  una  delle  due  inco- 
gnite , in  altrettanti  infiniti  modi  pure  fi  variano  i valori 
dell’altra  , quindi  chiamanfi  elTe  le  variabili  dell'  equazio- 
ne o del  problema  , e la  relazione  loro  o fia  la  legge  , 
che  oflcrvano , viene  efprefla  dall' equazione . Per  tanto 
l’equazione  bx  — ay  ci  fa  fapcre  , che  variandoli  la  x , fi 
varia  altresì  la  y , ma  con  tal  figge  , che  la  ilèffa  x abbia 
Tempre  però  alla  y la  collante  ragione  della  a alla  b\  Cosi 
l’equaz'one  abczxy  efprime  la  legge,  che  il  prodotto  d .Ile, 
due  incognite  fia  Tempre  collante, ed  eguale  al  prodotto 
di  a in  b ; L’equazione  ax—yy  efprime  , che  il  quadrato 
della)'  debba  Tempre  edere  eguale  al  rettangolo  della  x 
nella  collante  a , e cosi  di  tutte  l’altre  fi  difeorra  . 

1 12.  Una  delle  due  incognite  , per  elempio  x , deve 
avere  origine  da  un  punto  fiifo  , e fi  prenda  fopra  una_. 
retta  indefinita  , indi  fe  fidato  per  quella  un  determinato 
valore,  dall’  eltremiù  fi  alzi  un’altra  retta  nell’angolo 
dato  del  problema  , e fi  prenda  di  tale  grandezza  , di 
quanta  deve  effere  l’altra  incognita  y per  la  natura  dell* 

equa- 
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equazione  relativamente  al  valore  fidato  per  la  x , e ciò 
fi  vada  replicando  per  ogni  vario  valore  , che  fi  adegui 
alla  x ; la  linea  , che  partirà  per  le  eftremità  di  tutte  lo 
y y fi  chiama  il  luogo  dell’equazione  . La  incognita  , che 
dal  punto  fido  fi  prende  fulla  retta  indefinita,  fi  dice  l’Af- 
fida  , c l’altra  in  angolo  l’Ordinata  ; ed  ambe  affieme  di- 
confi le  Coordinate  dell’equazione  . 

Fatta  adunque  , rifpetto  all’  equazione  bx^ay,  full* 
indefinita  A M(Fig;.  38.  ) la  AB  — a,  ed  alzata  in  qualun- 
que angolo  la  B C = bt  fe  fi  prenda  x—AD,  farà  la  quar- 
ta proporzionale  parallela  a BCy  cioè  DE—y ; e prefa-. 
x~AFy  farà  FG^y;  prefa  x~AK,  farà  KHzzy,  e cosi 
d’infinite  altre  , e la  linea  , in  cui  trovanfi  tutti  gl’  infiniti 
punti  Cy  Ey  Gy  H ec.  in  quello  modo  determinati  , farà 
il  luogo  dell’  equazione  bx~ay. 

Nello  Aedo  modo  rifpetto  all’equazione  ax—yy  ( Fig . 
3p.)  fe  fi  prenda  x—  AB,  e BC  eguale  alla  1 /axy  cioè  me- 
dia proporzionale  fra  A B , e la  data  a , farà  B C — y ; o 
prefa  AD , e DE  media  proporzionale  fra  A D , ed  at 
farà  DE—y;  prefa  x — AG,  e GF  media  proporzionale 
tra  AG  ed  a , farà  GFzzy  ec.  ; ed  i punti  C,  £ , £ , ed 
altri  infiniti  in  fimil  modo  determinati  formano  la  linea.. 
ACEF , che  è il  luogo  dell’equazione  ax~yy  , e medefi- 
mamente  s’intenda  d’ogm  alrra  equazione  . 

1 13.  Dalla  diverfa  legge  , che  efprime  l’equazione-. , 
cioè  dalla  diverfa  relazione  , che  tra  fe  anno  le  due  inco- 
gnite , diverfe  nafeono  le  linee  e di  genere  , e di  grado  , 

o Ha 
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o fia  i luoghi  di  modo,  che  è facile  a vedere  , che  il  luo- 
go dell’equazione  bx—ay  farà  una  linea  retta  ; impercioc- 
ché avendo  la  y alla  x una  colante  ragione  , per  effert- 
y—bx , una  qualunque  ED  ( F/g.  38.)  farà  ad  A D,  come 

a - .. 

una  qualunque  altra  FG  a dAF,  e però  fimili  faranno  i 
triangoli  AEDtAGF\  il  che  verificandofi  di  qualunque 
altro  punto  H ec.  bifognerà  , che  per  necefTità  effi  punti 
fieno  in  una  retta  linea  . Ma  l’equazione  ax  zz  yy  efìgge_» 
non  già  , che  ( Fig . 39.)  le  BCt  DE  ec. , ma  bensì  i loro 
quadrati  abbiano  una  collante  ragione  alle  corrifpondenti 
u1By  AD  ec. , onde  è,  che  non  faranno  in  una  retta,  ma 
in  una  curva  i punti  C,  E,  F,  ec.  Così  una  curva  di  ge- 
nere da  quefla  diverfo  farebbe  il  luogo  dell’  equazione-, 
xy—ab  ; ed  una  curva  di  genere,  e di  grado  diverfo  il 
luogo  di  quell’ altra  ed  altre  infinite  . 

114.  Qualunque  volta  l’equazione  non  contenga  in_, 
alcun  termine  nè  il  quadrato,  o poteflà  maggiore  dell’una 
o dell’  altra  incognita,  nè  il  prodotto  di  effe  , il  luogo  farà 
fempre  una  linea  retta  . 

11  j.  E quando  nell’equazione  vi  fia  il  quadrato  dell’ 
una  o dell’altra , o d’ambe  le  incognite  , o il  rettangolo 
loro  , o pure  e quelli , e quello  , comunque  fiafi  , ma- 
pero  neffun  termine  contenga  poteflà  maggiore  del  qua- 
drato di  effe  incognite  , o prodotto  maggiore  del  rettan- 
golo ; vale  a dire , in  neffun  termine  le  incognite  o fole  , 
o affieme  moltiplicate  eccedano  la  feconda  dimenfione  , 

V il 
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il  luogo  farà  Tempre  una  delle  Sezioni  Coniche  d’Apollo- 
nio  . Nè  meglio  lì  potranno  dimofirare  quelle  verità , 
quanto  col  collruire  attualmente  tutte  le  varie  equazioni 
di  tal  natura  . 

n 6.  Le  equazioni , che  contengono  le  incognite  ad 
una  fola  dimenfione,  cioè  i luoghi  alla  linea  retta,  fi  chia- 
mano luoghi  , o linee  del  primo  ordine  , quelle  che  o 
fole  , o affieme  moltiplicate  le  contengono  a due  dimen- 
fioni,  cioè  i luoghi  alle  fezioni  coniche,  fi  chiamano  luo- 
ghi o linee  del  fecondo  ordine  , e però  curve  del  primo 
genere  ; fi  dicono  linee  o luoghi  del  terzo  ordine,  e però 
curve  del  fecondo  genere  quelle  equazioni , nelle  quali  le 
incognite  afeendono  alla  terza  dimenfione  , e così  fuccef- 
fivamente  . 

1 17.  E quanto  ai  luoghi  alla  linea  retta  ; fi  compren- 
dono elfi  tutti  fotto  quelle  equazioni . 

y = ax 

ir 

y — — ax 

~b~ 

y ~ ax  +.  c 
t" 

y — — ax  —c 

b 

y - fx  _ c 
b 

y — — a x -h  c 

'V 

giac- 
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giacché  con  la  moltiplicazione  , e divifione  fi  può  Tempre 
ridurre  la  y ad  edere  libera  da  frazioni , e coefficienti . 

Per  a s’intenda  l’aggregato  di  tutte  le  quantità  note  , che 
T 

moltiplicano  la  x , e per  c l’aggregato  di  tutte  le  quantità, 
che  formano  il  termine  collante  . 

Per  cofiruire  le  prime  due  ; fulla  AD  indefinitamen- 
te prodotta  d’ambe  le  parti  fi  prenda  AB—b,c  fi  alzi 
B C—  a , ( Fig.  40.  ) che  faccia  l’angolo  ABC,  che  devono 
fare  le  due  variabili  del  problema  ; per  i punti  A , C fi 
conduca  una  retta  indefinita  HE,  farà  dia  il  luogo  delle 
due  equazioni yzzax,  y—~ax;  imperciocché  prefa  unru. 

' • i T 

V,  £*  ' •* 

qualunque  yfDz:*,  e condotta  DE  parallela  a BC,  farà 
DE-ax—y,  e prefa  AF  — — x,c  condotta  F H parallela 

~r 

» BC,  farà  EH  — — ax  —y, 

6 

La  terza , e quarta  fi  cofiruiranno  cosi  : Parallela- 
mente  a BC  fi  prenda  A N—AM—c , e fi  conducano  NK, 
MG  indefinite,  e parallele  ad  HE,  farà  JVK  il  luogo  del- 
la equazione  yzzax+-  c , ed  M G il  luogo  dell’  equazione-*  , 

~r 

y = — ax  — c ; poiché  , prefa  AD  — x,  farà  DE  — ax  , 
~~T  T 

• ma  è E K—ANzic  (fatta  D K parallela  a BC)  dunque.* 

D K — ax  +-  c—yi  e prefa  A F = — x , e fatta  FG  parallela 
T 

a BC,  farà  FG  = — ax  — c—y. 

T V 2 Rif- 
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Rifpetto  alla  quinta  ; fatto  lo  ficlTo  triangolo  ABC , 
( Fig.  41.)  e prodotte  indefinitamente  le  AE,  A”*,  fi 
abballi  AM~c  , e parallela  a BC;  indi  dal  punto  M fi 
conduca  MK  indefinita  parallela  ad  A E , che  incontre- 
rà in  Q la  retta  AD,  farà  QK  il  luogo  dell’equazione 
y — ax  — c",  imperocché,  prcla  una  qualunque  AD—x , e 
T 

l'atta  DE  parallela  a BC,  farà  DE—ax”,  ma  KE —AM— e, 

b 

dunque  DR-ax  — c—y  . La  porzione  QM  fervirà  quan- 
T 

do  ax  fia  minore  di  c , cioè  quando  x fi  prenda  mino- 
T 

re  di  AQ  , o fia  minore  di  bc , poiché  in  quello  cafo 

a 

la  y farà  negativa  , e però  dovrà  prenderli  al  di  fotto 
di  AD , cioè  in  fenfo  contrario  della  D K . 

Finalmente  per  l’ultima;  fatta  AB—b,  BC—a , 

( Fig.  42.)  e l'angolo  ABC  eguale  al  fupplemento  deli* 
angolo,  che  devono  fare  le  due  variabili  del  problema , 
fia  AM-c  e parallela  a BC,  e fi  tiri  MQR  parallela 
^d  AC,  che  taglierà  AB  prodotta  in  Q , farà  MQR  il 

luogo  dell’ equazione  yzzc—ax;  poiché,  prefa  una  qua- 

b 

lunque  AD-x , e fatta  DE  parallela  a BC  , farà 
DE—ax,  ma  prodotta  ED  in  K,  farà  EK—AM—e , 
T 

adunque  DKzzc-  tw=y  . Che  fe  fi  prenda  * maggio- 


| . . 
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re  di  AQ  , per  efempio  —AI,  farà  e però 

b~ 

c—ax_  quantità  negativa  = y—IP  prefa  appunto  in  fenfo 
T 

contrario  della  DK,  e la  indefinita  M R il  luogo  dell' 
equazione  propofia  nell'uno,  e nell’altro  cafo. 

118.  Occorre  alle  volte  , che  nella  foluzione  di  un 
qualche  problema , il  di  cui  luogo  fia  alla  linea  retta , 
o l’una,  o l'altra  fparifee  delle  due  variabili  , e noiu 
entra  nell'equazione  , in  quelli  cali  il  luogo  farà  alla.* 
perpendicolare  , o alla  parallela  alla  data  retta  , fopra_. 
di  cui  lì  prendono  le  afiìiTe , fecondo  che  o l’ ordinata 
fparifee  , o l' affilia  . 

Eccone  due  Efempj  : 

Data  la  retta  AB , ( Fig.  43.  ) fi  ricerca  il  luogo  de' 
punti  M fuori  di  tifa  tali , che  condotte  le  rette  MA , 
MB  alle  ellremità  di  AB  y fia  fempre  MA—  M B . Prefa 
•una  qualunque  AH— x , fi  alzi  HM—yy  e fatta  AB—ay 

fa.Ta.HB  — a — x yAM—i/xx + yy  yBM—  i^aa—  zax+-  xx*-yyt 

c però  l'equazione  l/xx -Z-yy  —Vaa—  zax+-  xx-t-yy  , e 
quadrando  , xx  +-yy—aa  — zax+-  xx  -ì-yy  , cioè  a — x , 

» 

in  cui  la  y è fparuta  , e la  x è rimafia  determinata;  c 
ciò  vuol  dire  , che  prefa  x eguale  alla  AH  metà  di 
i/tf  B , e dal  punto  H alzata  la  perpendicolare  indefinita, 
ogni  punto  di  ella  foddisfarà  alla  quefiione,c  però  ella 
farà  il  luogo  ricercato  . 


Sieno 
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Sieno  date  di  pofizione  le  parallele  CC , AP'% 

( Fig.  44.  ) e tra  elle  fi  cerchi  il  luogo  di  tutti  i punti 
M tali , che  condotta  MP  perpendicolare  ad  AP  , cd 
MG  , che  faccia  l'angolo  MGC  eguale  a un  dato  AECy 
fia  Tempre  MP  ad  MG  nella  cofiante  ragione  di  a alla 
b . Chiamata  la  difianza  AC—c , AP~x,  P M—y  , c 
prodotta  PM  in  F,  farà  FM—c—y  , ma  poiché  è dato 
l'angolo  AF.Cy  e l’angolo  ACE  è retto,  ed  è dato  il 
lato  AC , farà  anche  noto  il  lato  AEy  che  fi  chiami  =/. 
Ora,  per  la  fimilitudine  de’ triangoli  ACEy  FAfG,  farà 
AC , A E ::  AfF,  AfG,  cioè  c yj  c—y  , cf—fy^:MG; 

c * ' 

ma  deve  in  oltre  efiere  PAf,  AfG;:  a,  by  danque 

farà  y , cf—fy::ay  b\  e però  b cy^acf—  afy , o fia 
£ 

y—  acf  \ ed  ecco  l'equazione  fenza , che  v* entri  l’in- 

hc^af 

cognita  x , Adunque  prefa  comunque  fi  voglia  la  *•  , 
farà  Tempre  cofiante  la  y , cd  eguale  ad  a cf  , e però 

4-  «/ 

condotta  la  indefinita  B Af  parallela  ad  A P , e diftanto 
da  effa  A P quant’  h_acf_ , farà  etfa  il  luogo  cercato  , 

he  + a f 

119,  Spiegate  le  cortruzioni  dei  f oghi  alla  lineai 
retta  , vengono  le  cofi\  uzioni  delle  equazioni  del  fecon- 
do grado  , cioè  de’  luoghi  alle  Sezioni.  Coniche  . E qui 
fuppongo  prima  informati  abbafi'anza  i Lettori  delle 
principali  proprietà  geometriche  di  effe  fczioni  del  co- 
no , 
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no , per  indi  formare  le  prime  e più  lemplici  equazio- 
ni di  effe-  curve  , alle  quali'  femplici  equazioni  fi  polla- 
no poi  ridurre  e rapportare,  coi  metodi  da  (piegarli , le 
equazioni  più  complicate  . 

Ed  in  primo  luogo  fi  fa  , che  nel  circolo  una  qua- 
lunque ordinata  è media  proporzionale  tra  i fegmenti 
del  diametro  ; cioè  , che  il  quadrato  di  effia  è eguale  al 
rettangolo  degli  fleffi  fegmenti . Se  adunque  nel  circo- 
lo M KCN  ( Fig.  45.  ) fi  farà  il  raggio  AC—a  , c dal 
centro  A una  qualunque  affida  AB  — x , e l’ordinata-. 
BD  perpendicolare  —y  , farà  MB~a+-  x , BC—a — xy 
e però  MB  \BC zzaci  — xx\  adunque  farà  yy  — aa — ■ xx , 
equazione  al  circolo  rifpetto  al  quadrante  KC.  Ma  poi- 
ché la  (leda  proprietà  fi  verifica  anche  , prefa  per  ordi- 
nata BE  , cioè  l’ordinata  negativa  — y,  c tanto  il  qua- 
drato di  y , quanto  di  — y è yy , adunque  la  (leda  equa- 
zione compete  ancora  al  quadrante  CN  . Che  fe  fi 
prendano  le  affilile  negative,  come  AH— — x , e le  or- 
dinate HF— y , HG= — y , il  quadrato  loro,  cioè  yy  fa- 
rà in  ambi  i cafi  eguale  al  rettangolo  MH\HC , ma 
quando  fia  AH  — — x,  farà  CH—CA+-AH—a — x,  ed 
MH  — AM — A H~a+-  x , per  le  regole  della  fomma  , 
e fottrazione  ; e però  il  rettangolo  MH\  FIC  farà 
aa  — xx,  adunque  yy  — aa  — xx  è l’equazione  fcmpliciffit- 
ma,  che  compete  a tutto  il  circolo  del  raggio  a , pren- 
dendo le  affilile  dal  centro  . 

Se  fi  prenderanno  le  affilile  non  dal  centro  A , 

ma 
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ma  daH’eftremità  M del  diametro  , fatta  una  qualunque 
MH,  o MB  eguale  ad  a-  , farà  H C , o BC—ia — x , cd 
il  rettangolo  de'  fegmenti  eguale  a lax — xx  ; ma  il  qua- 
drato dell’ordinata  si  pofitiva  , come  negativa  è yy  , 
adunque  far k yy  — iax — xx,  equazione  femplieiflima  del 
medefimo  circolo,  prendendo  le  affillc  non  dal  centro, 
ma  dall’eflremità  del  diametro  . 

Per  la  quantità  a,  che  efprime  il  raggio  , s’inten- 
da una  qualunque  quantità  data  femplice,  o complefla  , 
intiera  , o rotta  , razionale , o forda  di  modo  , cho 

yy—aa — bb — xx  farà  il  circolo  del  raggio  — Vaa — bb-, 
yy  — aab  — xx  farà  -il  circolo  del  raggio  = 1/  aab  ; 

m f m 

yy  — avab — xx  farà  il  circolo  del  raggio  Vi  1/  ab  ; 
cosi  yy  — 2.7#  — bx  — xx  farà  il  circolo  del  diametro 
2.7  — b , o fia  del  raggio  za — b ; yy  — aax  +-  abx  — xx  fa- 

x b 

là  il  circolo  del  diametro  — aa  + ab  ; yy  — xU'ab — xx 

b 

farà  il  circolo  del  diametro  b ec. 

E*  man ifeflo, che fe nell’ equazione  yy  — aa — bb — xx, 
cd  in  tutte  le  altre  limili  , la  quantità  b folTe  maggiore 
di  a,  efTcndo  allora  aa  — bb  quantità  negativa,  il  circo- 
lo farebbe  immaginario  , poiché  fe  yy  — aa  — bb è 

anche  y — i s aa  — bb  — xx  ; ma  quando  aa  — bb  fra  quan- 
tità negativa , y è eguale  a radice  quadrata  di  quantità 
negativa,  c però  immaginaria.  per 
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Per  la  Aedà  ragione  degl’ immaginari  non  Pu^  nell’ 
equazione  yy  — lax  — xx  la  affida  x prenderfi  negativa  , 
imperciocché , prefa  x negativa  , farebbe  negativo  il 
termine  ìax  , e però  l’equazione  yy—  — *ax  — xx  , cioè 

y—\s  — iax  — xx  quantità  immaginaria  . 

120.  La  primaria  proprietà  della  Parabola  Apollo- 
niana  è , che  il  quadrato  di  una  qualunque  ordinata  Ha 
eguale  al  rettangolo  del  parametro  nell’ affida  full’ade» 
fc  l’angolo  delle  coordinate  è retto  , o fui  diametro,  fe 
edo  angolo  è obbliquo  . Adunque  chiamato  il  parametro 
zza  , una  qualunque  affida  ABzzx , ( Fig.  4 6.  ) la  corrif- 
pondente  ordinata  pofitiva  BCzzy  , e la  negativa-. 
BD  — —yt  farà  yy  il  quadrato  tanto  di  BC , quanto  di 
J3D,  ed  ax  farà  il  rettangolo  del  parametro  in  ABX 
adunque  yyzzax  è l’equazione  fempliciffima , che  com- 
pete alla  parabola  del  parametro  zza  , in  cui  c chiaro  , 
* non  poterfi  prendere  le  affide  x negative  per  cagione 
degl’ immaginari  . E qui  pure  per  la  quantità  a , che_. 
efprime  il  parametro  , s’intenda  una  qualunque  quantità 
data,  in  cui  da  moltiplicata  l’ affida  x di  modo  , che_. 
aax+  bbxzzyy  farà  la  parabola  del  parametro  zzaa±z  bb; 

e ...  - - ...  ’ c 

xv' ab zzyy  farà  la  parabola  del  parametro  zzi/ ab  ec. 

Se  la  parabola  fode  divcrfamentc  poda  , ( come 
Usila  Fig.. 47.  ) e filila  flcda  Sfi  dai  dato  punto'  A fi 
voledcro  le  x , farebbe  l'equazione  xxzzay  , in  cui  d 
podono  prendere  le  x pofitive  e negative , ma  folo  pofi- 
tive  le  y.  X 
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rz r.  Sieno  Io  oppofìc  Iperbole  riferite  agl’ adì , o 
diametri  , fecondo  che  eretto,  o obbliquo  l'angolo  delle 
coordinate,  e fu  CB  ( Fig.  48.)  l’afle  , o il  diametro 
trafverfo,  HE  il  coniugato.  Per  la  nota  proprietà  dell' 
iperbola  , prefo  un  qualunque  punto  D,  ed  alzata  DM 
parallela  ad  HE,  deve  edere  il  rettangolo  di  CD\DB 
al  quadrato  di  DM,  come  il  quadrato  di  CB  al  qua- 
drato di  HE.  Adunque  chiamata  CB  — za , HE—zb, 
e dal  centro  A prefa  una  qualunque  AD  — x , DM 
pofitiva  = y , DM  negativa  ——y,  farà  CD— j-h*  , 
BD-x—a,  e però  , per  la  detta  proprietà  , xx  — aa9 
yy::^aa,  4 bb  \ cioè  xx  — aa  — aayy  . E prefa  Ai  negati- 
ci 

va  = — x , e le  ordinate  come  fopra,  farà  Bd~— *4-0, 
Cdzz  — x — a , ed  il  rettangolo  di  BdX  dC—xx  — aa  ; 
onde  nella  ftefla  maniera  avraflì  aayy— xx  — aa,  equazio- 
ne" 

ne  fempliciflìma , che  efprime  le  due  intere  oppofleJ 
iperbole  riferite  agl’ affi  o diametri,  prendendo  le  aflìfle 
dal  centro  . E fe  fi  prenderanno  le  aflìfle  dal  vertice  C, 

t * ' . . I __________ 

avraflì  1* analogìa  ( per  la  flefla  proprietà  ) xX  x— za , 
yy\: 434,  4 bb  i cioè  l’equazione  — zax  +•  xx—atyy  . E 

TT 

prefe  finalmente  le  aflìfle  dal  vertice  B,  avraflì  xX*a  +*» 
yy  : : ^aa , 4 bb  ; e però  l’equazione  2 ax  + xx— aayy  . 

bb 

E’  anche  proprietà  primaria  delle  oppofle  iperbole, 

che 
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che  lo  fteflo  rettangolo  di  CD\DB , prendendo  le 
afflile  .pofitive  , e di  BdX  dC , prendendo  le  afflile  ne- 
gative, fia  al  quadrato  dell’ordinata  sì  pofitiva,che  ne- 
gativa , come  l’afle  , o diametro  trafverfo  al  parame- 
tro ; adunque  chiamato  erto  parametro  —p , ed  il  retto 
come  fopra , farà  xx  — aa  ,yy  : : la,  p ; cioè  layy  — xx  — aa, 

~T 

equazione  femplicifflma  , che  efprime  intere  le  due  op- 
polle  iperbole  riferite  al  parametro , prefe  le  afflile  dal 
centro;  e prefe  le  afflile  dal  vertice  C,  farà  l'equazio- 
ne layy— xx  — 2ax\  e prefe  finalmente  le  afflile  dal  vcr- 
P~ 

dee  B,  farà  iax+-  xx—  ìavy . 

~T 

Se  le  iperbole  fono  equilatere  , poiché  in  queilo 
cafo  i due  affl,o  diametri  fono  eguali  tra  loro,  ed  egua- 
li al  parametro,  1" una  e l’altra  equazione  farà yy—xx  —aa, 
prefe  le  afflile  dal  centro  ; yy  — iax  +■  xx  , prefe  le  afflile 
dal  vertice  B ; ed  yy  zz  — lax  +■  xx  , prefe  le  afflile  dal 
vertice  C . Per  la  quantità  aa  s’intenda  un  qualunque 
piano  in  qualfivoglia  modo  compleilo  , come  pure  per 
la  quantità  bb  ; e per  2 a,  ficcome  pure  per  p s’intenda 
una  qualunque  linea  , di  modo  che  nell’  equazione 

aa+-fXyy  — xx  — aa—jf  farà  Vaa+ff  il  femiaiTe , o 

b\s  ab  

femidiametro  trafverfo  , e iVaa+ff  tutto  l’afle  , o dia- 
metro trafverfo,  ficcome  \/  b^ab  il  femiaiTe,  o fcmidia- 

X 2 
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metro  conjugato  , e ìi'bv'ab  tutto  riffe  , o diame- 
tro conjugato  ; nell’equa/ione  a'yy  ~xx  — a*  farà^V  il 

~ttc~  c c - 

femiaffe  , o femidiametro  trafverfo  , e b il  conjugato  ; 
nell’equazione  xx  — bx  — byy  farà  b il  femiaffe,  o femi- 

C 

diametro  trafverfo,  e c+m  il  parametro;  nell’equazio- 
ne lyyV aa  — bb  — x x — aa+-  bb  farà  2\/ aa  — bb  l’affe,  o 

a — b 

diametro  trafverfo  , a — b il  parametro  ec. 

Se  le  oppofie  iperbole  fodero  diverfamente  polle  , 
come  nella  Fig.  49.,  e fullo  lleffo  diametro  CB , egua- 
le a la  , prodotto  fi  voleffero  le  x pofitive  , e negati- 
ve dal  centro  A ( effendo  HE  — ib)  , farebbe»* 
l’equazione  yy—bb—bbxx  . 

aa 

in.  Nell’ iperbola  frà  gl’ afintoti  ( Fig.  50.  ) il  ret- 
tangolo di  una  qualunque  AB  prefa  full’  afintoto  bB 
nella  BC  ordinata  parallela  all’  afintoto  M N , o di 
AbXbcjè  fcmpre  collante,  cioè  eguale  ad  un  rettan- 
golo noto;  e però  fatta  AB—x  , BC—y,  cd  il  noto 
rettangolo  —ab  , farà  xy—ab , e prefa  Ab  negativa». 

• = — * , e bc  negativa  —~y  , il  rettangolo  di  AbX.bc 
farà  pure  xy , e però  xy  — ab  l’equazione  femplicilfitna 
delle  oppofie  iperbole  frà  gl' afintoti  . E’  chiaro  , che_* 
l’equazione  — xy—ab,  o xy  — — àb  fervirà  per  le  iper- 
bole oppofie  negl’ angoli  BAM  , bAN , effendo  fcmpre 

una 
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una  delle'  coordinate  politi  va,  c l’altra  negativa,  e però 
il  loro  prodotto  negativo . 

123.  Nell’ EllilTi  .CEBH  ( F/'g.  51.)  prefa  dal  cen- 
tro A una  qualunque  AD  full’ a(Te  o diametro  trafverfo 
CB , e condotta  D M parallela  all*  a(Te  o diametro  con- 
iugato EH , deve  eflere,  per  la  nota  proprietà,  il  ret- 
tangolo di  CDX  DB  a\  quadrato  di  DM,  come  il  qua- 
drato dell’ alle  o diametro  trafverfo  CB  al  quadrato  del 
conjugato  HE.  Adunque  chiamata  CBzzu,  HE~iht 
e dal  centro  A prefa  una  qualunque  AD—x , e fatta-. 
DM  politiva  ~yt  D M negativa  ——y,  farà  CD  — a-hxt 
D B~a  — x , e però  aa  — xxy  yy  : : 4 3»  y 4 bb  ; cioè 
aayy  — a a — x x . E prefa  Ad  negativa  = — x y e le  ordi- 

~bb 

nate  , come  fopra  , larà  Bd  ~ BA  + Ai  — a — x , 
d C — A C—  A d = a +~  x , e però  il  rettangolo  di  BiXiC 
farà  pure  aa  — xx  , onde  medelìmamente  avrafiì 
aa  — xx  — aayyy  equazione  femplicilfima  dell’ ellifTì , prefe 

ti 

le  afiiflc  dal  centro  ; e fe  fi  prenderanno  le  aflilTe  dal 
vertice  C,  avrafli  l'analogia  2jx  — xx  , yy  ‘.*.433,  4M;  e 
però  l’equazione  aayy  — lax  — xx . 

~ZT 

E’ anche  proprietà  nota  dell’Ellifli,  che  gli  flelfi  ret- 
tangoli fieno  ai  quadrati  delle  corrifpondenti  ordinato  , 
come  l’afle  o diametro  trafverfo  al  parametro  ; adunque 
chiamato  effo  parametro  =/>,  ed  il  rimanente  come  fo- 
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pra  , farà  aa  — xx3  yy::ra , p;  c però  ìayy—aa  — xx, 

p 

equazione  fempliciffima  dell' elliflì  riferita  al  parametro, 
prefe  le  affitte  dal  centro;  e prefe  le  affitte  dal  vertice  C , 

farà  1*  equazione  dell’  elliflì  riferita  al  parametro  iayy= 

p 

iax  — xx  . 

Se  i due  affi  foffero  eguali  tra  loro,  nel  qual  cafo  fo- 
no anche  eguali  al  parametro,  luna,  e l’altra  equazione 
farebbe  yy  — aa—xx  , prefe  le  affitte  dal  centro  , e 
lax  — xx~ yy  , prefe  le  affifse  dal  punto  C . Ma  parlando 
di  atte,  e non  di  diametro,  gl’ angoli  delle  coordinato 
-fono  retti , quindi  l’elliffi  patta  ad  edere  un  circolo  del 
raggio  -a. 

La  offervazione  fatta  nelle  iperbole  intorno  allequan- 
tità  date  aa3bb3  20,  e p,  rifpetto  a’ diametri , e parame- 
tro , fi  faccia  egualmente  nell’ elliflì,  fenza  altro  ripetere 

le  cofe  da  fe  troppo  chiare . 

124.  Nelle  equazioni  adunque  dell’iperbole,  e dell* 
elliflì  riferite  agl’  affi  , o diametri  , prefe  le  affitte  dal 
centro , come 

aayy  — xx  — aa , 

IT 

aayy  — aa  — xx  , 

u 

la  radice  quadrata  del  termine  collante , cioè  di  aa , farà 
fempre  il  femiafse  , o femidiametro  trafverfo;  e fe  il  coef- 
ficiente del  quadrato  dell’ordinata  è lo  lìefso  termine  co- 
llante 
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ftante  divifo  per  una  qualunque  quantità  data  , la  radi- 
ce di  quello  divifore  è Tempre  il  femialle  , o femidia- 
metro  conjugato  , cioè  la  radice  di  bb  ; ma  fe  elfo  coef- 
ficiente non  è tale,  vale  a dire  non  contiene  nel  detto  mo- 
do il  termine  collante,  il  femiafle  o femidiametro  conju- 
gato è diverfo  . Cosi  nell’  equazione  , per  efempio , 

ff'’y—xx  — aa  il  femialle,  o femidiametro  trafverfo  è fem- 
M 

pre  bensì  a , ma  non  è b il  coniugato  . Per  ritrovarlo  fi 
faccia  l’analogia  : Come  il  numeratore  del  coefficiente 
del  quadrato  dell’ordinata  al  denominatore,  cosi  il  ter- 
mine collante  al  quarto  , la  di  cui  radice  farà  il  femialle, 
o femidiametro  ricercato  ; nelle  equazioni  poi  dell’elliffi, 
e dell’iperbole  riferite  agl’ affi  , o diametri  , prefe  le  affif- 
fe  dal  vertice,  come  aayy—zax  — xxt  aayy—xx  — zax  , 

IT  Tb~ 

aavy—xx  +•  2*7#, farà  il  femialle,  o femidiametro  trafverfo 

bb 

la  metà  della  quantità,  che  moltiplica  l’incognita  alla— 
prima  dimenfione  , ed  il  conjugato  , come  fopra  ; avver- 
tendo , che  quando  il  coefficiente  del  quadrato  dell'ordinata 
non  fia  il  quadrato  dell’ alle  , o diametro  trafverfo  cosi  ri- 
trovato; l’analogia  per  il  femiafse,o  femidiametro  conju- 
gato farà:  come  il  numeratore  del  coefficiente  del  quadrato 
dell’ordinata  al  denominatore,  cosi  il  quadrato  della  metà 
della  quantità , che  moltiplica  l’incognita  alla  prima  di- 
tnenfione  , al  quarto  ;•  c la  radice  di  efso  quarto  propor: 

zio- 
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» , 

zionale  farà  il  femiafse,  o femidiametro  coDjugato. 

Nell’equazione  adunque  dell' iperbola  ffyy  — xx—aa 

U>* 

farà  il  femiafse,  o femidiametro  trafverfo  — a,  ed  il  con- 
iugato = ab . Ed  in  fatti,  poiché  deve  e fiere,  per  la  proprie- 

T 

tà  della  curva,  il  rettangolo  della  fomma  nella  differenza 
del  femiafse , o femidiametro  tralverfo  , e dell’  aflìfsa  al 
quadrato  dell’ordinata  , come  il  quadrato  del  afse,  o dia- 
metro trafverfo  al  quadrato  del  conjugato,  farà  — aa  , 
yy'.:/\aa,  4 aabb , o Ita  4 nayy  Xj f-xx  — aa,  cioè  ffyy- 

ff ' 4 a a t b bb 

xx  — aa,  equazione  propofla  . 

Cosi  nell’equazione  abyy—aa  — xx  farà  il  femiaffè  , 

ff 

o femidiametro  trafverfo  zz  a , il  conjugato  acc . Nell’ 

' b 

equazione  xx  — zaxzzbbyy  fata  il  femiaffè,  0 femidiame- 

cm 

tro  trafverfo  —a,  il  conjugato  —ayem.  Nell’equazione 

T 

aà  bfy.  yy—xx  — bb  farà  il  femiaffè,  o femidiametro 

CC 

trafverfo  — b,  il  conjugato  —babbee  ec. 

aa  — bb  * 

125.  Se  le  equazioni  fono  riferite  ai  parametri,  come 
zayy  — aa  — xx  , 2 ayy  — xx  — aa,  prefe  le  affiffo 
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dal  centro  , o • 

2 ayy  — zax  — xx,  layy  — zax  +-  xx,  zayy  — xx'—  lax , 

P ’ P ~ ~P~ 

prefe  le  affiffe  dal  vertice  ; farà  Tempre  nelle  prime  il  fe- 
miade,  o femidiametro  trafverfo  la  radice  del  termine  co- 
llante , e nelle  feconde  la  metà  del  coefficiente  dell*  inco- 
gnita alla  prima  dimenfione  , ed  il  parametro  farà  Tempre 
la  quantità  del  denominatore  del  coefficiente  del  quadra- 
to dell’ordinata,  quando  il  numeratore  del  detto  coeffi- 
ciente nelle  prime  fia  il  doppio  della  radice  del  termine.* 
collante  , c nelle  feconde  fia  eguale  alla  quantità  , che 
moltiplica  l'incognita  alla  prima  dimeaftone  ; ma  quando 
il  detto  numeratore  non  abbia  le  accennate  condizioni , 
farà  il  parametro  la  quarta  proporzionale  del  numeratore, 
del  denominatore  , e dell’aire  , o diametro  trafverfo. 
Nell’equazione  adunque  all’elliffi  aa  — xx—byy  farà 
. 1 . • 1 . ’T~ 

Taffie , o diametro  trafverfo  = za  , il  parametro  — 2 ac  . 

~ 

Ed  in  fatti , poiché  deve  edere  , per  la  proprietà  della-, 
curva  , il  rettangolo  della  fomma  nella  differenza  del  fe- 
miaffe  , o femidiametro  trafverfo,  e dell’  affida  al  quadra- 
to dell’ordinata,  come  l’affe,  o diametro  trafverfo  al  pa- 
rametro, farà  aa  ■— > xx , yy  ::  2j,  2 ac\  cioè  bvy  — aa—  xx, 

b c 

l’equazione  propofla  . Nell’  equazione  xx  — a.i  — 3 yy , all’ 

/.«  *•  « - * * * * • 

4 

Y ipcr- 
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iperboli , farà  l’aflc  , o diametro  trafverfo  = 2 a t il  parar 
metro  = Sa  . Nell’  equazione  all*  ipcrbola  zax  +•  xx  = 

i 

— b — cXyy  farà  la  l’afle  , o diametro  trafverfo  , e ìam 

m i — c 

il  parametro  . Nell’equazione  all’cllilfi  aa  — bb—xx  — bjy 

C 

farà  Palle  , o diametro  trafverfo  = li/ao  — bb,  il  parame- 
tro = icv'aa  — bbt  fuppofta  a maggiore  di  bt  perche  altri- 
ì 

menti  la  curva  farebbe  immaginaria  . 

1 2 6.  Suppofte , e bene  intefe  quelle  tali  cofe , è facile 
la  coftruzione  delle  equazioni  più  complicate  de’  luoghi 
alle  fezioni  coniche  , e ciò  col  ridurre  l’equazione  com- 
plicata ad  una  femplice  e primaria  delle  fpiegate , quindi, 
dalla  lezione  del  cono  fuppolla  la  deferizione  di  quella  , 
palTare  alla  collazione  della  propolla  . 

E per  procedere  con  chiarezza  diftingucrò  in  tre 
dalli  tutte  le  equazioni  alle  fezioni  coniche , intendendo 
delle  compolle  ; dirò  della  prima  clalTe  tutte  quelle , che 
contengono  il  quadrato  di  una  fola  delle  incognite  , ed  il 
rettangolo  delle  collanti  nell’  altra  incognita , come  per 
‘efempio  ax±.  ab~yy  ; ed  altresi  dirò  della  prima  fpecio 
tutte  quelle  , che  contengono  i rettangoli  delle  incognite 
fra  loro  , e nelle  collanti , ma  non  anno  il  quadrato  nè 
dell’ una,  nè  dell’altra  incognita;  come  xy  +-  ax—  aa  — ayt 
clTendo  i fegni  comunque  fi  vuole  , il  che  s’intenda  dell’ 
altre  due  fpecie  ancora  rifpetto  ai  fegni . Della 
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Della  feconda  fpecie  chiamerò  quelle  , nelle  quali 
efTendo  il  quadrato  di  una  , o di  ambe  le  incognite  , ed  i 
rettangoli  di  una  , o di  ambe  elle  incognite  nelle  collanti  t 
non  vi  Ha  fl  rettangolo  delle  incognite  fra  loro  , corno 
xx  +-  zax  — ay  4-  by  , o pure  xx  — zbx  —yy  4-  sy  — ax. 

Della  terza  fpecie  fono  quelle , nelle  quali  vi  è il  ret- 
tangolo delle  due  incognite  tra  loro,  e gli  altri  termini  in 
qualunque  modo  , come  xx  4-  ixy  +■  ìyy  — aa  — xx  4-  bx . 

1 27.  Per  riconofcere  , e coftruire  le  equazioni  della 
prima  fpecie  , fa  d’uopo  mettere  in  ufo  una  folìituzione , 
la  quale  è di  porre  l’incognita  , che  non  à il  quadrato  , 
più  o meno  ( fecondo  i fegni  ) una  collante  , eguale  ad 
una  nuova  incognita  , e cosi  ridurre  l’equazione  ( repli- 
cando , fe  bilogna  , la  detta  foftituzione  > all'  efpreflìono 
più  femplice,  acciò  porta  facilmente  conofcerfi,e  coflruirfi 
il  luogo  della  detta  equazione  , come  fi  vedrà  nel  feguenti 
Efempj.  • * 

. • • ! * t:  *•'*  ‘ ' *. 

ESEMPIO  L 

* ' - \ 

Sia  ax  +■  ab  —yy , e fia  dato  l’angolo , che  fra  loro  de- 
vono fare  le  coordinate  . Poiché  ax  + ab  è aXx  4- b ,ti\. 
faccia  x+-b—z,  dunque  foftituendo  farà  az  —yy,  Parabola 
Apolloniana  . ‘ 

Alla  indefinita  AB,  come  diametro,  col  parametro  —a 
fi  deferiva  la  parabola  apolloniana  CAC , di  cui 

coordinate  AB,  B C comprendano  il  dato  angolo  , indi 

Y 2 ‘ * fra 
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f \iAD~b\  prefa  una  qualunque  AB  — z,  far i BC—y , 
ma  perchè  abbiamo  , per  la  follituzione , x—z—bt  farà 
DB  la  x.  L’origine  adunque  delle  affilile  x farà  il  punto  D, 
prefe  verfo  M le  pofitive  , vcrfo  A le  negative  , e le  cor- 
rifpondenti  ordinate  pofitive  , c negative  faranno  le  y . 

Se  l’equazione  propofla  folle  Hata  ax  — ab-yy  , s’av- 
rebbe fatta  la  follituzione  x -b  — zt  e però  x — z + b.  In 
quello  cafo  > prefa  nel  diametro  prodotto  AE—b  , e fatto 
il  rimanente  come  fopra , il  punto  E farebbe  l’origine-, 
delle  x . 

ESEMPIO  II. 

* . • • 

Sia  l’equazione  xy  + ax—aa  — ay  ; fi  faccia  y+-a—Z  , 
e fofiituendo  in  luogo  di^»  il  valore  z — a,avraffi  zx  + azzz 
— 2 aa,  e facendo  un’altra  follituzione  di  x+  a—p,  farà 
pz—iaa  , Iperbola  Apolloniana  fra  gli  Afintoti . 

Comprendano  le  indefinite  MM,  FF  l’angolo  dato 
delle  coordinate;  (F/g.  53.)  e fra  gli  afintoti  MM,  FF  fi 
deferivano  le  due  oppofte  iperbole  del  rettangolo  collante 
= 2 aa . Prefa  una  qualunque  A C~p , ed  ordinata  la  CE  paraL 
lela  ad  farà  ella ma  per  la  follituzione  fi  ix—p  — a , 

dunque  fatta  AB— a,  farà  BCzzx  ; c perchè  fi  à pure  per 
l’altra  follituzione  y — z — a , fatta  AN—a,  e condotta-, 
iVH  parallela  ad  FF,  farà  DE  — y.. Tirata  adunque  BQ 
parallela  ad  AN , farà  Q il  principio  delle  x , coficchè  ad 
una  qualunque  affilia  QD  — x , corrifponderà  l'ordinata-. 
DE^y  pofitiva  tra  il  punto  Q , ed  il  punto  P,  e negativa 

di 
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di  là  dal  punto  P , come  la  HI . Ma  quando  fi  prenda  p 
minore  di  a , cioè  AC  minore  di  AB  , allora  comecché 
xzzp—  a , farà#  negati  va,  cioè  verfoN,e  aderta  corrifpon- 
deranno  le  ordinate^  pofitive.Chefe  fi  prenda  p negativa 
eguale  , per  efempio  , ad  AF,  farà  x negativa  , ed  egua- 
le a Q 0 , e la  y negativa  = OE  . Se  l’ equazione  fo(Te_* 
xy  4-  ax — aa  +■  ay  , o pure  xy  + ax  — — aa  — ay  , o quella-. 
xy  — ax  -aa  — ay  , o l’altra  xy  — ax  — — aa-*-  ay  , le  duo 
prime  farebbero  divifibili  per  y +•  j,  e fi  avrebbe  x=±  a\ 
le  due  altre  farebbero  divifibili  per  y — a , e fi  avrebbo 
x—+Lay  e però  non  farebbero  erte  luoghi , ma  equazioni 
di  problemi  determinati . Ma  fe  forte  xy  _ ax  — aa  -t-  ay  , 
la  prima  foflituzione  farebbe  y — a—  z,  quindi  l’equazione 
zx  — az  —zaa,  ed  in  confeguenza  la  feconda  follituzione 
farebbe  x-a—py  onde  finalmente  l’equazione  zp—  2 aa  , 
e però  in  quello  cafo  alle  coordinate  p , z dovrebbefi  aggiun- 
gere la  quantità  = a per  avere  le  x cd  y ; adunque  prefa 
da  A verfo  V la  AR  — a,  e fatta  RG  parallela  ad  MN , 
ed =a,  indi  per  lo  punto  G condotta  GT  parallela  ad  FF , 
farebbe G l’origine  delIe#,elccorrifpondcnti  ordinate  1 ey. 

Se  forte  l’equazione  xy  ax  —~ aa 4-  ay  , le  folìitu- 
zioni  farebbero  y +-  a — z , x — a—p , che  ci  darebbero  l'e- 
quazione pz-—  2 aa  . 

Si  deferivano  le  llerte  iperbole  , ma  negli  altri  due 
angoli , per  ertere  negativo  il  rettangolo  collante  zaa  , e 
fieno  le  iet  ic,  prodotta  GR  in  L,  farà  L l’origine  delle 
x pofitive  e negative,  e fulla  retta  LQ  prodotta  d’ambe 

le 
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le  parti  infifteranno  le  ordinate  y , cioè  negative  da  N 
verfo  H , pofitive  da  N al  punto  i , e di  nuovo  negative 
oltre  il  punto  * . 

Che  fe  folle  xy  — ax~--aa  — ayt  le  foflituzioni  fa- 
rebbero^-j=z,  ed  x + a=p  . Defcritte  adunque  le  me- 
defime  iperbole  ie  , e prodotta  QB  in  q , farà  q l’origine 
delle  x , e fopra  TT  infileranno  le  ordinate  y . 

Se  nelle  equazioni  fotte  negativo  il  termine  xy  , fi 
renda  pofitivo  colla  trafpofizione  de’  termini . 

La  diverfità  delle  foflituzioni , e della  porzione  delle 
coordinate  , che  nafee  dalla  diverfa  combinazione  de’  fe- 
gni  nelle  propofle  equazioni , e che  qui  lì  e confiderata»*, 
s’intenda  di  doverfi  confiderai  anche  in  apprettò  , il  che 
ommetterò  per  brevità . 

Sin  qui  ó fuppofio  , che  le  collanti  dell*  equazione 
fieno  tali  , che  diano  luogo  alle  accennate  fofiituzioni  , 
che  fe  tali  non  fodero,  come  per  efempio,  fe  fotte  l’equa- 
zione aa  — bx ~yy  , fi  faccia  aa-bct  e fi  avrà  bc  — bx ~yy> 
e la  fofiituzione  da  far  fi  farà  e — x eguale  ad  una  nuova», 
incognita  . Così  fe  fotte  abb  + -cx-yy  , fi  faccia  bbzzcf, 

m 

onde  fia  l’equazione  acj-^cx-yy  , e fi  ponga  indi  af-t-x 

m 

eguale  ad  una  nuora  incognita  . 

Se  fotte  aax  — bbx  4-  m ' — yy  , fi  faccia  aa  — bb—cc , 

d b 

ed  m'-ccf,  e farà  ccx  +-  ecf-yy  ; e così  dell’ altre  fimili. 

128. 
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1 18.  Per  ridurre  , e cortruire  le  equazioni  della  fe- 
conda fpecie  ; porti  da  una  parte  del  legno  d’egualità  col 
loro  ordine  tutti  i termini , che  contengono  una  ftefTa  in- 
cognita , e dall’  altra  parte  tutti  gli  altri  parimente  col  lo- 
to ordine , e fatto  in  modo , che  nel  primo  membro  dell 
equazione  il  quadrato  dell’  incognita  fia  poiltivo  , e libero 
da’  coefficienti , e frazioni , bifogna  allo  rtefTo  primo  mem- 
bro ( ed  al  fecondo  ancora  , per  non  alterare  l’eguaglian- 
za ) aggiungere  il  quadrato  della  metà  del  coefficiente  del 
fecondo  termine  , fe  fa  d’uopo,  onde  effo  primo  membro 
ila  un  quadrato  ; quindi  porre  la  radice  di  erto  quadrato 
eguale  ad  una  nuova  incognita  , la  quale  operazione  ripe- 
tuta nel  fecondo  membro  ancora  , fe  lo  richiede  , ci  dara 
l’equazione  ridotta  alla  forma  feraplicirtìma  , o ridotta  alla 
prima  fpecie  . 

ESEMPIO  III. 

Sia  xx +■  lax-ay  + by  . Aggiunto  al  primo,  c fecon- 
do membro  il  quadrato  aa  , farà  erta  xx+r ax  -^aa  — aa-t- 
ay-t-by^e  però  ponendo  x - a— z,  averartì  zz—aa-t-ay-*- 
by , che  è ridotta  alla  prima  fpecie;  adunque  fatta  a-^b-c, 
cd  aa  — cf,  farà  cf+cy—zz,  e porta  f+y=pt  farà  zz-cp , 
equazione  alla  Parabola  Apolloniana  . 

Col  parametro  — c — a + b,  al  diametro  AB,  e con  le 
coordinate  nel  dato  angolo  fi  deferiva  la  parabola  CAC\ Fi g. 
54.  ) Prefa  una  qualunque  affida  A B —p , la  z pofitiva  e nega- 
tiva 
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tiva  farà  B C ; ma  perchè y—p—f,  cioè  —p  — aa,  prefa— 

m 

AD—aat  farà  DB—yt  cd  a cagione  della  fortituzione— 

•v  a ~Zf  dal  punto  D alzata  parallela  a.  BC  la  DH—aj 
che  farà  terminata  dalla  parabola  in  H,  ( come  fi  vedrà  fa- 
cilmente fortituendo  in  luogo  della  p nell’  equazione  ri- 
dotta zz  —cp  il  valore  di  AD  — aa  — aat  imperocché  farà 

a-¥b  e 

zzzzaa,  e però  DH—z  — a)  e condotta  per  lo  punto  H 
la  parallela  OE  al  diametro  , farà  HE—DB—p-a'zzy, 

m . . 

cd  in  conseguenza  EC—z—a—x  pofitiva  , e negativa., 
quando  fieno  pofitive  le  affidi’  ; ed  alle  affifle  negative , 
cioè  prefe  da  H verfo  0 , corr  fonderanno  ambe  le  or- 
dinate negative . ... 


ESEMPIO  IV. 


Sia  xx  -b  ibx—yy  — ay . Aggiunto  il  quadrato  della— 
metà  del  coefficiente  del  fecondo  termine  , cioè  bb  , farà 
xx  4-  a bx  +■  bb  zzyy  — ay  -f-  bb  , e fatta  x 4-  b = z,  averaffi 
zz  = yy  — ay  4-  bb  , cioè  zz  — bb-yy  — ay,  ed  aggiunto  il 
quadrato  della  metà  di  a , fara  zz  — bb  +■  aa  —yy  — ay  +■  aa; 

+’  T 

porta  dunque  y — a~p ^ fara  zz  _ bb 4-  aa  — pp  , e fuppo- 

X 4 

rto  bb  maggiore  di  aa, facendo  bb  — aa  =»»w,farà  zz  - mm—pp , 
4 . 4 


Ipcr- 
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Iperbola  equilatera  con  i femidiametri  —m,  prendendo  le 
affifle  dal  centro  . 

Nella  indefinita  BD  fi  prenda  BG—im  — iy'bb  — aa, 

4 

e divifa  egualmente  in  A ; col  centro  A , col  femidiame- 
tro  trafverfo  — AG  eguale  al  conjugato  , e con  le  coordi- 
nate nel  dato  angolo  fi  deferivano  le  due  oppofte  iperbole 
equilatere  (FVg.  55.);  prefa  una  qualunque  affida  AD poti- 
tiva  e negativa  = 2 , le  corrifpondenti  ordinate  D H faran- 
no le  p pofitive , e negative , e perchè  per  la  foftituzione  fi  £ 
x—z  — b ; prefa  AE—b , farà  ED  — x , ma  effiendo  per 
l’altra  foftituzione  y - p h a,  dal  punto  E condotta  EO-a 

» r 

parallela  all*  ordinata , che  terminerà  alla  curva  nel  punto 
O , c per  lo  punto  0 la  indefinita  K K parallela  al  diame- 
tro BG  , farà  KH—p  +■  J-a—y.  Sarà  adunque  il  punto  O 
l’origine  delle  x affiffie  (ulla  retta  KK,  alle  quali  prefe  po- 
lìtive  corrifpondono  due  ordinate  y , una  pofitiva  , e l’al- 
tra negativa  ; e prefe  negative  , ma  non  maggiori  di  EG, 
corrifponderanno  due  ordinate  pofitive  ; prefe  negative., 
e maggiori  di  EG  , ma  minori  di  EB  , le  ordinate  y fa- 
ranno immaginarie,  e prefe  negative  maggiori  di  EB 
e minori  di  EI , fatta  B1  — GE,  faranno  due  ordinate  po- 
fìtive  , e finalmente  un’ordinata  pofitiva  , e negativa  l'al- 
tra , quando  l’affifle  negative  fieno  maggiori  di  £/. 

Qui  devefi  avvertire  , che  la  radice  del  quadrato 
yy  — ay  + aa  non  è folo  y — a , ma  è pure  a ~y , e però  le 

4 » » 

Z fo- 
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fottituzioni  dovrebbero  etter  due  , cioè  tanto  di^—  a — p, 

& 

quanto  di  a—y—py  ciò  non  ottante  però  , e nel  prefente 

X 

efempio,  ed  in  altri  in  appretto  della  prima  fola  mi  fervo» 
perchè  confiderandofi  nelle  collazioni  la  nuova  incognita 
p in  fenfo  e pofitivo,  e negativo  , vi  fono  comprefe  quelle 
determinazioni  ancora,  che  ci  darebbe  l’altra  foftituzione, 
che  petò  rimane  fuperflua  . 

Se  la  quantità  bb9  che  ó fuppotta  maggiore  di  aa  % 

4 

fotte  all’oppotto  minore  , il  luogo  farebbe  alle  flette  oppo- 
rle iperbole  , mutandoli  folo  le  veci  delle  coordinate  , e 
delle  collanti;  cioè  farebbe  l’equazione  finale  zz—pp—mm% 
la  di  cui  cottruzione  qui  11  ommettc  , per  non  etter  diver- 
fa  dalla  precedente  , le  non  che  i femidiametri  fono  in_ 

quello  cafo  eguali  ciafcheduno  aliarla—  bbzzm.  Se  folle 

4 

poi  bb  — aa , il  luogo  farebbe  alla  linea  retta  , come  c 

4 

chiaro . 

1 2p.  Per  riconofcere  , e cottruire  le  equazioni  della 
terza  fpecie  ; fa  d’uopo  , pollo  da  una  parte  del  fegno 
d’egualità  il  quadrato  di  una  delle  incognite  refo  pofitivo, 
c libero  da  frazioni  , e coefficienti  con  il  rettangolo  delle 
flette  , c dall’altra  parte  il  rimanente  de’  termini,  aggiun- 
gere al  primo  membro  (e  per  confeguenza  al  fecondo  an- 
cora ) tale  funzione  dell’altra  incognita  , onde  etto  primo 

mem- 
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membro  fia  un  quadrato , indi  porre  la  radice  di  dio  egua- 
le ad  una  nuova  incognita , e fare  la  foflituzione,  con  che 
averaflì  l'equazione  ridotta  all*  efprcflìone  più  feropiice  , o 
ad  una  delle  due  fpecic  di  fopra  . 

Cosi  nell’  equazione  , per  efempio  , zz  — zbzy  — ay 

a 

aggiungendo  bbyy  ad  ambi  i membri , farà  il  primo  mero- 

aa 

bro  un  quadrato  , la  di  cui  radice  z — by  fi  ponga  eguale- 

d 

'ad  una  nuova  incognita  p , e fatta  la  foflituzione  , farà  l’e- 
quazione pp  — bbyy  +■  ay  , che  è della  feconda  fpecic  . 

aa 

150.  Ma  devefi  avvenire  , che  alle  volte  quella  nuo- 
va incognita , che  fi  vuole  introdurre  , deve  edere  affetta- 
da  qualche  coefficiente  collante,  altrimenti  farebbero  mol- 
to imbrogliate  le  coflruzioni  , c però  nell’equazione  , per 

efempio  , xx  ± ìbxy  -+-  bbyy  — ±.fy  i.  bx , il  di  cui  primo 

£ »a 

membro  fenz’  altro  aggiungere  è già  un  quadrato  , che  à 
per  radice  x+^by,  fc  non  vi  fofle  il  termine  bx  , o eden- 

a 

dovi , fi  volede  eliminare  eda  x dall’  equazione , col  porre 
in  luogo  della  x il  fuo  valore  cavato  dalla  follituzione  fat- 
ta , di  modo  che  fode  efpreffa  per  la  nuova  incognita  , e 
per  la  y con  le  collanti  ; fi  faccia  pure  la  follituzione 
x±l  by  — z . 

a 

Z 2 Ma 
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Ma  non  ettendovi  il  termine  /V,  o fe  ettendovi  fi: 
volerti;  eliminare  la  y , fi  deve  fare  la  follituzione 
xt-by—bz.  E cosi  rifpettivamente  fe  l'equazione  fotte 

a a 

■yy  i ibxy  +-  bbxx—  ±.fy  ±.  bx  ; non  ettendovi , o volendoli 

a Ma 

eliminare  il  termine  fyt  fi  faccia  la  fofiituzione  ^ ± bx—zi 

a 

ma  non  ettendovi,  o volendofi  eliminare  il  termine  bx , 
fi  faccia  la  foftituzione  y+zbx—bz. 

a a 

Generalmente  non  ettendovi  nell’equazione  il  rettan- 
golo delle  cottami  nell’incognita  , per  cui  è ttata  ordinata 
l'equazione  , o fe  ettendovi  fi  voglia  etta  incognita  elimi- 
nare , fi  ponga  la  radice  del  primo  membro  eguale  ad 
una  nuova  incognita  . Ma  non  ettendovi  il  rettangolo  del- 
le cottami  nell’altra  incognita,  per  cui  non  è ttata  ordina- 
ta l'equazione,  o fe  ettendovi  fi  voglia  eliminare  etti  in- 
cognita ; fi  ponga  la  radice  del  primo  membro  eguale  ad 
una  nuova  incognita  moltiplicata  nella  metà  del  coefficien- 
te cortame  del  fecondo  termine  del  primo  membro . , 

ESEMPIO  V. 

Sia  l’equazione  yy  + j bxy  + bbxx  — ex  . Si  faccia— 

m aa 

y+  bx—z,  e farà  l’equazione  zz  — ex  alla  parabola  apoì- 

a 

loniana  . Se  l’angolo  delle  coordinate  x,  y della  proporta  ^ 

equa-  ® 
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equazione  non  fofle  dato  , ma  folle  arbitrario  , farebbo 
chiara  la  corruzione  del  luogo  ; imperciocché  fulla  retta-, 
indefinita  AB  deferitto  il  triangolo  ifofcele  A CD  ( Fig.  jtf.) 
colla  bafe  CD  — Ir,  cd  i lati  A C—  azzAD  -,  ed  al  diametro 
AB,  col  parametro  —c,  con  le  ordinate  parallele  a DC 
deferitta  la  parabola  apolloniana  dell’ equazione  ridotta  zz  — 
ex  ; prendendo  una  qualunque  affilia  AB=  x,  farebbe  B M—  z; 
ma  per  i triangoli  limili  ADC , AB  E fi  à E B — bx , cd  è, 

a 

per  la  foflituzione  fatta,  yz ~z — bx—EM , e di  più 

a 

AE  — AB—x',  dunque  fulla  indefinita  AE  prefa  una  qua- 
lunque affida  AE  — x,  la  corrifpondente  ordinata  E M po- 
fitiva,  e negativa  farà  la  y dell’equazione  propofta. 

Ma  perchè  fi  fuppone  dato  l’angolo  delle  coordinate 
x,y,  a nulla  ferve  la  fuddetta  cofiruzionc,  e però  fi  pro- 
ceda cosi  : Sulla  indefinita  AB  fi  deferiva  il  triangolo 
ACP  con  l’angolo  ACP  eguale  al  fupplemento  del  dato 
angolo,  che  devono  fare  le  coordinate  dell’equazione  pro- 
pofia  , e fia  AC— a,  CP  — b . Prodotta  AC  indefinita- 
mente , e prefa  una  qualunque  AE  — x , farà  ( fatta  K K 
parallela  a PC)  EHzzbx,  quindi  fe  HK  foffe  —z  , lareb- 

a 

be  EK—y , ed  AE,  EK  le  coordinate  x,  y dell’equa- 
zione propofla,  e nel  dato  angolo;  ma  le  HK  non  polTo- 
no  edere  le  z dell’equazione  ridotta  ex  — zz,  quando  non 
fiano  ancora  le  affide  A H eguali  alla  x , e non  già  le  A E. 
Si  avverta  però  che  AH  farà  zzAPYx,  cioè  —fx  ( chia- 

a 4 


ma- 
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mata  AP —f  y giacché  nel  triangolo  ACP  eflendo  dati 
il  lato  AC , il  lato  CP,e  l’angolo  ACP  , è data  pure  la 
AP)  onde  la  curva  cosi  defcritta,  chiamando  AE—x, 
ed  HK  — z,  ci  darebbe  l’equazione  cfx—zz,  la  quale  fa- 

a 

rebbe  appunto  la  nortra  ridotta,  fein  luogo  del  parametro 
c fi  averte  defcritta  la  curva  col  parametro  ac  . Adunque 

T 

per  cortruire  il  luogo  propofio;  fulla  indefinita  AB  Ci  de- 
feriva il  triangolo  ACP  coi  lati  A C—ayC P—bt  e l’ ango- 
lo ACP  eguale  al  fupplemenio  dell’angolo  , che  devono 
fare  le  coordinate  dell'equazione  propoila  ; indi  al  diame- 
tro A B,  col  parametro  —ac  , cioè  eguale  alla  quarta  pro- 

7 

porzionale  di  A P,  di  AC,  e del  parametro  dell’equazio- 
ne ridotta,  ( il  che  è generale  qualunque  volta  il  luogo  c 
alla  parabola  ) e con  le  ordinate  parallele  a PC  fi  deferi- 
va la  parabola  apolloniana;  prefa  fulla  indefinita  A E una 
qualunque  AE  — x , farà  EK  pofitiva  e negativa  —yt  e la 
curva  il  luogo  dell’  equazione  propoila . Ed  in  fatti  farà 

H K eguale  al  prodotto  del  parametro  in  A H , cioè 
yy  -t-  2 bxy  +-  bbxx  = acfx  — ex  . 

a a a af 

Si  ufi  lo  fterto  artifizio  nell’ altre  equazioni  all’iperbo- 
la  , cd  all’ellirtì  rifpetto  ai  loro  diametri,  e parametri; 
con  la  loia  differenza,  che  in  quefie  il  diametro  trafverfo, 
o conjugato  , fecondo  che  quello,  o quello  fi  deve  varia- 
re 
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re  ( e Cara  Tempre  quello  , a cui  appartiene  il  trian- 
golo ACP ) farà  la  quarta  proporzionale  di  AC , di  AP,c 
del  diametro  trafverfo,  o conjugato  dell’equazione  ridot-< 
ta  ; ma  rifpetto  poi  al  parametro  , quando  per  erto  Ila 
data  l’equazione  , variato  il  diametro  trafverfo  nel  modo 
detto,  farà  eflo  la  quarta  proporzionale  di  A P y di  AC,  e 
del  parametro  dell’equazione  ridotta;  che  fe  non  al  dia- 
metro trafverfo,  ma  al  conjugato  appartenga  il  triangolo 
ACP  ( efTendo  data  l’equazione  per  il  parametro)  farà 
efTo  la  terza  proporzionale  del  parametro  dell’equazione 
ridotta,  e di  APy  come  facilmente  li  conofcerà  dagli 
Efempj  . 

ESEMPIO  VI. 

✓ • 

Sia yy  4-  2 bxy  + bbxx  — bx  — cc — 2cy  .Fatta  la  fofiitu- 

a aa  .... 

zione  di  y+-  bx~zy  farà  zz  — bx — cc — 2 cz 4-  ibex  , cioè 

a a 

zz  4-  ìcz  4 • cc  — abx  4-  2 bcx , e fatta  di  nuovo  l’altra  fofiitu- 

1 A .V  i . ' . 

a 

zione  z-bC—qt  farà  finalmente  qq—ab-^-ibcX  x , equa- 

a 

zione  alla  parabola  apolloniana . . Ma  per  cofiruirla  relati- 
vamente alle  noftre  coordinate  x,y  : fulla  indefinita  BH 
(Fig.  57.)  fi  cofiruifca  il  triangolo  BDC coi  lati  BD  = a , 
D C—  b , e con  l’ angolo  BDC  eguale  al  fuppleraento  dell' 
angolo  , che  devono  fare  le  coordinate  x,  y dell’equazio- 
ne propofta  ; fi  producano  BD,  BC  indefinitamente , dal 

punto 
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punto  B fi  abbatti  BA  parallela  a D C,  ed  eguale  a c , indi 
col  vertice  A,  al  diametro  A F.  parallelo  a BC,  e con  le 
ordinate  EP  parallele  a CD  fi  deferiva  la  parabola  apollo- 
niana  P A P col  parametro  = ab+-ibc  ( intendendo  per  / 

T~~ 

la  nota  BC),e  fulla  indefinita  BF  prefa  una  qualunque  af- 
fitta BF—x,  farà  BH—AEz:fxy  e d EPzzq,  e però 

HP  — i j — c— z,  ed  FH—bx't  adunque  F P — z — bx—y 

0 a 

pofitiva , c negativa  quando  lia  x maggiore  di  BO,ed 
ambe  le  ordinate  negative  quando  fia  x minore  di  BO  . 

Se  nell’equazione  propofla  il  rettangolo  icy  fotte  fia- 
to affetto  dal  fegno  polìtivo,qllora  la  feconda  fofiituzione 
farebbe  fiata  z — c -q->  ed  il  parametro  della  parabola 
eguale  ad  nb~ibc}e  però  fatte  le  flette  cofe,come  fopra, 

a 

in  vece  di  condurre  BH  al  di  fopra  della  AEy  diametro 
s’averebbe  dovuto  condurla  al  di  fotto,  e fopra  di  efla_* 
fare  il  triangolo  BDC , come  mofira  la  Fig.  58.  Che  fe  in 
oltre  fotte  fiato  negativo  il  termine  zbxy , la  prima  folli- 

tuzione  farebbe  fiata  y — bx  — z,  e però  y—z+bx 

* (i  a 

Adunque  in  quello  fuppofio  st  rifpetto  alla  Fig.  57.  , co- 
me alla  58.  il  triangolo  BDC  dovrà  farfi  al  di  fotto  della 
B FI,  coni’ è BdCt  quindi  prefa  fopra  Bd  prodotta  una 
qualunque  Bf-x , farà  JP-y,  avvertendo  però  , che  iif 

quello 

....  t 
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quello  cafo  l’angolo  BdC  non  dovrà  farli  eguale  al  fupple- 
mento  , ma  allo  fleflo  angolo , che  devono  fare  le  coordi- 
nare dell’ equazione  . 

i 

ESEMPIO  VII. 

Sia  xx  + ibxy  4.  bbyy  — ex  + eh  . Fatta  la  foflituzione 

a « « 

*■  +•  by—bz , farà  bbzz—cx  4- cB,  e facendo  x+-  b~p,  farà 

a a aa 

zz — aacp , equazione  alla  parabola  apolloniana.  Sulla  inde* 

T T 

finita  AC  fi  deferiva  il  triangolo  AP  Q coi  lati  AP—bt 
PQ=a,e  l’angolo  A PQ  eguale  al  fupplemento  dell’  an- 
golo , che  devono  fare  le  coordinate  dell’equazione  pro- 
pofta  (F/g.  59.),  e fi  chiami  al  folito  la  nota  AQ^f.  Si 
producano  A P,  A Q indefinitamente,  e fi  prenda  AH=zbt 
c fi  conduca  HB  parallela  a PQ.  Dal  punto  B fi  tiri  BD 
indefinita  e parallela  ad  AP,  e col  vertice  A , al  diame- 
tro AC , col  parametro  = aac , e con  le  ordinate  CM  pa« 

rallele  a PQ  fi  deferiva  la  parabola  MAM.  Prefa  una  qua- 
Innque  A E = p , farà  CM  = z,  dunque  HE  , o fia  BD  , 
farà  = e DC=ax(  per  i triangoli  fimili  APQtRDC ) 
T 

dunque  DM—z  — a^—y  pofitiva  , e negativa  , c le  B D , 

. . . \b  t ' r 

r>  M le  coordinate  cicli’ equazione  propofla  . 

Aa 


Se 
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Se  l’equazione  folk  flat3  xx  +•  zbxy  +■  bbyy—cx  — eb, 

a <w  - 4 

fatta  la  fletta  prima  fortituzione  dell'equazione  anteceden- 
te , fi  arerebbe  bbzz  — ex— eh,  e ponendo  x-h—p,zz— 

a a 

—aacp  , che  è la  fletta  di  prima  , nè  vi  è altra  differenza  , 

bb 

fc  non  che  nel  primo  cafo  fi  i x-p—b , ed  in  queflo 
x — p+b'j  vale  a dire  , che  in  queflo  cafo  il  vertice  della 
parabola  deve  eflère  in  B , e l’origine  delle  x nel  punto  A 
prefe  full*  indefinita  A E . 

ESEMPIO  Vili. 

i 

Sia  xx  +■  zbxy  4- bbyy  — eh—  ex  . Fatta  la  foflituzione 

a , a a 

x-bby—bz, farà  l’equazione  bbzz  — eh-  ex, e pofla b—  x=p, 

a a aa 

farà  zz  = aacp , equazione  alla  parabola  . 

TT 

Sulla  indefinita  AH  fi  deferiva  verfo  H il  triangolo 
'APQ  coi  lati  AP—b,  PQzaa,  e l’angolo  APQ  eguale 
al  fupplemento  dell’  angolo  , che  devono  fare  le  coordina- 
te dell’equazione  propofla  (F/g.  60.),  e fi  chiami  la  nota 
AQ~f.  Si  produca  AP , e fi  prenda  A E re  b , e s’abbaflì 
E H parallela  a P Q ; col  vertice  H al  diametro  HA  , con 
le  ordinate  CD  parallele  a PQ  , e col  parametro  r:  aac  fi 

*7 

de- 


1 
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deferiva  la  parabola  apolloniana  . Prefa  una  qualunque-» 

EB~p , farà  AB  — h~p~x,  BC=ax,  CD—z,  dunque 

~T 

BD~i  — ax-y  pofitiva  , e negativa , prendendo  x tra  i 
T 

punti  A ed  0 , ed  ambe  le  ordinate  y negative , prenden- 
do x oltre  il  punto  0.  Prodotta  indefinitamente  nella  par- 
te oppofla  al  punto  E la  retta  AE,e  prefa  una  qualunque 
Eb—p  pofitiva  maggiore  di  A E , far ì Abzzb—p—x, 
quantità  negativa , onde  in  quello  cafo  le  x negative  fa- 
ranno da  A verfo  e , e le  pofitirc  di  A verfo  £ , ed  alla 
medefima  x negativa  corrifponderanno  due  ordinate  bDt 
bD  eguali  ad  y , pofitiva  l’una  , e negativa  l’altra. 

Se  in  quelli  due  ultimi  Efempj , ficcome  negl’ altri , 
che  verranno  in  approdò,  il  rettangolo  delle  due  coordina- 
te fode  affetto  dal  fegno  meno,  vi  fi  faccia  fopra  la  confi- 
derazione,chefi  è fatta  al  fine  dell'Efempio  6.y  il  che  badi 
d’avere  una  volta  avvertito. 

ESEMPIO  IX. 

Sia  yy  — "ibxy  +•  bbxx  — xx  — aa  . Fatta  la  foflituzione 

a va 

àiy  — bx  — Zy  farà  l’equazione  zz—xx  — aa  all’iperbola  . 

a 

Sulla  indefinita  E E fi  deferiva  il  triangolo  ACH , e fia_. 
AC~ay  CH~b  , e l’angolo  ACH  eguale  al  dato  angolo 
delle  coordinate  dell’equazione  propolla.  Si  produca  in- 

* A a 2 defi- 
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definitamente  AC  d’ambe  le  parti  del  putirò  A.  Col 
centro  Ay  col  femidiametro  trafverfo  AH~f , col  conju- 
gato  —a  fi  deferivano  le  oppofte  iperbole  con  le  ordinate 
parallele  a CH  (Fig.  61.) . Prefa  una  qualunque  AB  — x 
pofuiva  , farà  BE=bxy  ma  ED  = z,  dunque  BDzzz->n 

a 

bx  —y  pofuiva.  Prefa  poi  nell’iperbola  l'ordinata  z nega- 

S 

tiva,  cioè  ~EMy  farà  allora  y eguale  alla  differenza  tra— 
EBy  ed  EM,  cioè  eguale  a BM\  e però  negativa  quando 
x fu  maggiore  di  AO  . Adunque  ad  una  qualunque  affida 
pofitiva  maggiore  di  AO  corrifponderanno  due  ordinate  , 
una  pofuiva  , negativa  l’altra  ; ed  ambe  le  ordinate  faran- 
no pofitive  quando  fia  x minore  di  AO.  Ma  quando  fi 
prenda  la  * negativa , cioè  dalla  parte  del  punto  Q ; allo- 
ra avvertaft , che  farà  QE  negativa  , imperciocché  farà 
l’analogia  AC  (a)y  CH  (b)::  AQ  ( — *),  QErz—  bxy 

a 

adunque  fe  Q.E  = — bx , prefa  z pofitiva  —EDy  farà 

a 

z +.  bx  — QD  — y pofuiva  , e prefa  z negativa  , farà 

a 

— z — bx  — Q M—y  negativa  , 

4 

ESEMPIO  X. 

Sia  yy  — zbxy  + gxx  — bb ; aggiungendo  bbxx  , farà 

a a a x 

yy  _ 2 bxy  +-  bbxx~  hh  —gxx  +•  bbxx , e fatta  la  foflituzio- 

* aa  4 aa  n» 
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ne  y-rbxzzz  > farà  zz—bbxx — gxxi-bb  , e ponendo 

, : m . a a a 

bb — ag  — mm , farà  zz  — mmxx  +•  bb , cioè  zz  — bb  — mm  xx, 

aa  a» 

equazione  all’  iperbola . 

Sulla  indefinita  D D fi  deferiva  il  triangolo  ABC 
coi  lati  AB—at  BC—b,  e l’angolo  ABC  eguale  all’an- 
golo , che  devono  fare  le  coordinate  dell’  equazione  pro- 
pofta  (Fig.6 1.)9  e fia  =/la  nota  AC.  Per  lo  punto  A fi 
conduca  l’indefinita  P P parallela  a BC  ; e col  centro  A , 
col  diametro  trafverfo  Q jQ  = 26 , col  coniugato  =2 bf  prc- 

m 

fo  nella  retta  E E,  ai  vertici  Q,  Q fi  deferivano  le  due  op- 
pofie  iperbole  Hj^H;  prefa  una  qualunque  AD  — x , 
e condotta  DH  parallela  a BC,  farà  E H—z  — A P t e 
DE—bx  ; dunque  DH—z-hbx  e le  A D,  DH  fa- 

a a 

ranno  le  coordinate  dell’equazione  proporta  . 

esempio  XI. 

Sia  yy  +■  2 bxy  +•  bbxx  — 2 bxx  +•  bb  . Fatta  la  fortituzio- 

0 aa  a 

ne  di  y +-bx  —z  9 farà  l’equazione  zz  — ìbxx  +- bb  , cioè 
T ' " 7 a ' • ‘ 

zz — bb—tbxx,  all’ iperbola  . 

a 1 

Sull’indefinita  AD  fi  deferiva  il  triangolo  AEP  , 
( F/£.  <^3 .)  e fia  AE  — o,  EP—bt  e l’angolo  AEP  il 

fup- 
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fupplemento  dell’angolo,  che  devono  fare  le  coordinate 
dell’equazione  propolla  . Prodotta  d* ambe  le  parti  inde- 
finitamente la  retta  AE  , c chiamata  al  folito  la  nota_. 
AP=f>  fi  deferivano  col  centro  A , col  femidiametro 
trafverfo  Al—b  parallelo  a PE,  e col  parametro  —f  le_* 

a 

oppofie  iperbole  IC,  ic\  prefa  una  qualunque  AB  — xt 
farà  Bn—bxyrmCD  — F A — z; dunque  BC—z — bx—y. 

• a 

Prefa  z negativa  ~DG  farà  BG  — — z-*-bx  — — yt  e però 

« . 

alla  fletta  x pofitiva  corrifponderanno  due  ordinate  y , una 
pofitiva,  l’altra  negativa,  prefa  la  a:  fra  il  punto  A , ed  il 
punto  H;  prefa  poi  la  x fra  i punti  H,  ed  L,  faranno  am- 
be le  ordinate  y negative,  e di  nuovo  una  pofitiva  , e_> 
negativa  l’altra,  prefa  la  x magg’ore  di  AL. 

Prefa  poi  la  Ab—  — x , farà  ( bd ) = — bx  , e però  ef- 

a 

fendo  (dg)  = Zj  farà  (6g)  — z — bx—yt  e prefa  z negati- 

a 

va  =(&),  farà  (k)  = — z+-bx— — y\  adunque  alla  fletta 

a 

Al—x  negativa  corrifponderanno  due  ordinate  yt  una_. 
pofitiva,  l’altra  negativa,  prefa  la  * minore  di  Ab;  ambe 
faranno  le  ordinate  pofitive  fra  i punti  I>,  ed  / ; e di  nuovo 
un’ordinata  farà  pofitiva,  e l’altra  negativa,  prefa  la  x 
maggiore  di  Al  ; e però  le  iperbole  cosi  deferitte  faranno 
il  luogo  della  própofia  equazione  r 

ESEM- 
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Siayy  — rbxy  +■  bbxx ~cc—  xx  + 2 bx~-bh  . Fatta  la_. 

a aa 

foftituzione  y — bx-z,  liskzz—cc^xx^-ibx  — bb  , C-. 

a 

fatta  l’altra  foflituzione  x — b =■  p , farà  finalmente-. 
zz—cc—pp,  equazione  all'ellifiì , e non  al  circolo,  quan- 
tunque ne  abbia  l’apparenza  , e la  ragione  fi  è , perchè 
non  folo  le  coordinate  p , z non  formano  angolo  retto, 
ina  nè  meno  fono  in  angolo  tra  loro,  dovendo  l’ una  effe- 
re  AC,  l’altra  BT , come  fi  vede  nella  coliamone,  che_. 
fegue;  e però  fulla  indefinita  E B fi  deferiva  il  triangolo 
EDF  ( Fig.  <*4.  ) coi  lati  ED~ a,  DF  — b , e l’angolo 
ED  F eguale  all’angolo,  che  devono  fare  le  coordinate-, 
dell’equazione  propofta,  e(fi  chiami  —f  la  nota  EF . Si 
producano  indefinitamente  ED,  EF,  e prefa  EP  — h , fi 
conduca  PA  indefinita,  e parallela  a DE,  e dal  punto 
A h AG  parallela  ad  EF  . Col  centro  A , col  diametro 
trafverfo  MN  — icf , col  diametro  conjugato  R R parallelo 
* • 
a DF,  ed  =2 c fi  deferiva  l’elliffi  MRNR  , prefa  una- 
qualunque  AC—p  , farà  EQ~x  , e però  BQ  — bx,  ma 

a 

BT—z,  dunque  QT—z  + bx—y , e le  E Q,  £7"  le  coor- 

a 

dinate  dell’equazione  propofla. 


ESEM- 
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ESEMPIO  XIII. 

Sia  l'equazione  yy  +■  bxy  +■  xx  4-  cy  4-  Ix  — ag  — 0 . Ag- 

a 

giunto  all'uno  , ed  all'altro  membro  il  quadrato  bbxx  , 

4 aa 

farà  yy+  bxy  4-  bbxx  - bbxx  — xx  — lx  — cy+  ag  , e fatta  la 

a 4 «a  4a« 

foftituzione  y +-  bx  — z , farà  zz  = te  — 4^** 

TX 

fo-x  — 2 alx  — cz  4-  ag  » • •••.: 

Sia  per  efempio  41J  magg;ore  di  bb  , e fi  ponga— 
l,b-  ^aa--m,e  bc-  ral  = b , farà  , aggiunto  ad  ambi  i 

4«  0 n 1 a 

membri  cc,  zz  4-  cz4-  cc=  — w-vy  +-  bx  4-  ag  4-^cc,  e fatta- 

*X  4 « • • 4 > 

la  foftituzione  z 4 -c=  p , farà  pp~  — mxx  +-bx+-ag-hcc i 

» n ' . M 4i 

cioè  _ npp  4-5  4-  agXn- xx  - nbx  , ed  aggiunto  all’  uno 

m T m •>  : 


ed  all’  altro  membro  nnbb , farà  — npp  +■  cc  4-  ag  X £ + 

4 m in  W t 4 . " * * I 

nnbb-xx—nbx-hnnbb,  e fatte  finalmente  le  foftituzione 


4mw 


4 mrn 


di  x—nb  — q , e di  cc  4-  ag  X n 4 nnhhzz. ee  , fi  avrà  npp~ 

Ttn  V 4mw  ,n 

— cc  — equazione  all’  elliffi  • : •'< 

Sulla  indefinita  AC  fi  deferiva  il  triangolo  ASF , 

( F'£- 
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(F/£.  tfy.)  e fia  AS  — za,  SF=b,  e l'angolo  ASF  eguale 
al  fupplemento  dell’angolo  , che  devono  fare  le  coordina- 
te dell’  equazione  proporta , e fi  chiami  f la  nota  A F. 
Sulla  AS  indefinitamente  prodotta  prefa  AR  — lm,  fi  tiri 

ir* 

R <2  indefinita  , e parallela  ad  SFt  e dal  punto  Q fi  tiri 
l’indefinita  QO  f e parallela  ad  AS,  e fi  faccia 
e per  lo  punto  M condotta  HF parallela  ad  A Qt  col  cen- 
tro M,  col  diametro  trafverfo  tìF—  ef,  col  parametro 

a 

% 

= 4jem  fi  deferiva  l’elliflì  HNFK;  prefa  una  qualunque^, 
/» 

RD  — q , farà  PN—p , c però  A D=xt  DC~bx,C 

t a 

dunque  DN=z  — bx  —y . 

x a 

Qui  fi  noti,  che  fe  l’angolo  delle  coordinate  forte  tale, 
che  l’angolo  A FS  divenirti:  retto , ed  in  confcguenza  l’an- 
golo MPN  ancora,  allora  farebbe  4 aa  — bb—ff^  onde_» 
m — 4aa—bb— jf,  e però  farebbe  il  parametro  4 aem—ef> 

» 4 a a 4 aa  7"  a 

cioè  eguale  al  diametro  trafverfo  ; adunque  ertendo  di  più 
retto  l'angolo  M P N , l’elliflì  pafierebbe  ad  ertere  un  cir- 
colo del  diametro  ef. 

* , 
151.  Rifpctto  alle  equazioni  dell’  iperbole,  che  fi  vo- 
gliano , o fi  debbano  coflruire  fra  gli  afintoti , fi  confide- 
rino  tutte  comprefe  nelle  quattro  feguenti  : 


B b 


gxx 
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gxx  +.  xy  — ab  ± mx  ±;  ny , 

b~ 

— £ata'  4-  xy  — ab  ±_mx  ±.ny , 

“S 

gxx  — xy  — ab  ± mx  ± w_y , 

4 

— g**  xy  ~ ab  iz.  mx  ±.  ny . 

~ 4 

ESEMPIO  XIV. 

Sia  in  primo  luogo  £*#  +■  Ary  = ab  +•  wa?  +-  ny  , in  cui 
~b~ 

prendo  pure  poGtivi  tutti  i termini  dell’omogeneo  di  com- 
parazione . Fatta  la  foftituzione  gx  + y — z,  averalfi  za:  = 

~T 

—mx+-  nz—ngx-i-ab,  e fatta  l’altra  foftituzione  z — m + 

~b~ 

ng  —p , farà  px  — np  + mn  +-ab~  nng  , e di  nuovo  fatta  la 
T ~T~ 

terza  folìituzione  x — n — q , farà  finalmente  pq  — ab 
nm  — nntr  . Suppongo  , che  fia  ab  +■  mn—nng  quantità  po- 
‘ b ~T~ 

fitiva  . Sulla  indefinita  NN , al  punto  A prefo  ad  arbitrio 
fi  deferiva  il  triangolo  ABC  coi  lati  AB—b , BC—gt  e 
l'angolo  ABC  eguale  al  fupplemento  dell’angolo,  che  de- 
vono fare  le  coordinate  dell’equazione  propofia;  e fi  chia- 
mi la  nota  A C—f.  Al  punto  A fi  alzi  AD  parallela  a BCS 
ed  —tn  — ngy  come  nella  Fig-66.  quando  fia  m—  ng  quan- 
~ “V 

ti  là 
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tità  pofitiva  ; c fi  abballi  A D,  come  nella  Fig.  67.  quando 
fia  m — ng  quantità  negativa  , a cagione  della  follituzionc 
~b 

fatta  di  z—m  + ng—p.  Per  D fi  conduca  PP  indefinita  , 
T 

e parallela  ad  AC,  e fulla  AB  prodotta  fi  prenda  AE—n, 
e per  E fi  conduca  TT  parallela  a BC.  Fra  gli  afintoti 
P P , TT  fi  deferivano  le  due  oppollc  iperbole  R R del 

rettangolo  collante  — ab  + mn  — nngXf,c ioè  il  quarto  pro- 

b b 

porzionale  di  AB,  di  AC,  e del  rettangolo  collante  dell’ 
equazione  ridotta  ; prefa  una  qualunque  EQ  — q,  farà 

P M—f q,  e PR—  p,  e però  AQ—q+. n ma  P N— 
~b~ 

AD  zz  m — ng  , dunque  N R-  — p + m — ngzz  z,  e perchè 
T T 

Q N—gx,  farà  finalmente  QR~z  — gx ~y , e le  due  AQ , 
T~  b 

QR  le  coordinate  dell’equazione  propofia  . PFefa  x pofi- 
tiva , quando  ila  minore  di  AE,  farà^  negativa  ; quando 
fia  maggiore  di  A E,  e minore  di  AO,  (zvky  pofitiva;  e 
quando  fia  maggiore  di  AO  , farà^  negativa.  Prefa  x ne- 
gativa , allora  farà  Q_N  — — gx  quantità  negativa,  adun- 

b 

que  y — z—gx  farà  — NR  + NQ;  e però  quando  * nega- 

b~ 

tiva  fia  minore  di  AO,  far hy  negativa  ; e quando  ella  fu 
maggiore  di  AO  , farà  la^  pofitiva  . 

Ma  fe  il  fecondo  termine  dell’omogeneo  di  compara- 

Bb  2 


zion^ 
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zione  forte  negativo  , cioè  fe  l'equazione  forte  gxx  +-  xy— 

u 

~ab  — mx+-7jyt  allora  la  feconda  fortituzione  farebbe^» 
Z-p  — m — nr,  e l’equazione  ridotta  pq-ab  — mn-  ring. 

b b 

Supporto  adunque  , che  ab—  mn  — nng  fia  quantità  pofiti- 

~~T~ 

va  , deferitte  come  nella  Fig.  67.  le  iperbole  R R , ma  del 

rettangolo  cortame  ab  — mn—  ring  X/,  e prefa  AD  — m+-  m r, 

~b~  7 T 

faranno  dTe  nello  fleflo  modo  il  luogo  dell’  equazione.* 
proporta  . 

Se  l’equazione  proporta  averte  l’ultimo  termine  affet- 
to dal  fegno  negativo;  cioè  fe  foffe gxx  + xy  — ab^z  mx—  ny , 

b 

la  terza  foflituzione  da  farfi  farebbe  x+.  n~ q,  dove  cho 
prima  era  x — n~qfe  però  muteraflì  la  pofizione  del  pun- 
to A,  origine  delle  x . Adunque  nella  Fig.  68.,  fe  il  valo- 
re di  A D è pofitivo  , e nella  Fig.  6p. , fe  è negativo,  pro- 
dotto in  E il  Iato  BA  del  folito  triangolo , onde  fia  AE  — nt 
fi  deferivano  fra  gli  afintoti  TT,  P P le  iperbole  del  loro 
competente  rettangolo  cortame  , cioè  quando  nell’  equa- 
zione il  termine  mx  è affetto  dal  fegno  pofitivo  , del  ret- 
tangolo cortame  —ab  — mn  — nng;  X /»  e quando  per  l’op- 

~T~  T 

porto  è affetto  dal  fegno  negativo , del  rettangolo  cortan- 
te = ab  + mn  — tmg  X/,  e prefa  nel  primo  cafo  AD—m  -+»g, 

hi  T~ 

e 


Digitized  by  Googlej 


ANALITICHE.  197 

c nel  fecondo  A D~ng—  m , faranno  nello  fletto  modo  il 

T 

luogo  dell’equazione  propotta . 

Fino  ad  ora  ó fuppotìo , che  il  rettangolo  collante-» 
dell’equazione  ridotta  fia  quantità  pofitiva  ; ma  qumdo 
fotte  quantità  negativa  , non  farebbe  diflìmile  la  coftruzio- 
ne  , avvertendo  folo  di  deferivere  le  iperbole  negli  altri 
due  angoli  relativamente  al  rettangolo  collante  , che  darà 
l’tquazione  ridotta  , prendendo  la  linea  A D pofitiva  , o 
negativa  fecondo  il  valore  , che  darà  la  fletta  equazione-. , 
ed  il  punto  A alla  finillra  , o alla  delira  dell’  afintoto  TT 
conforme  farà  pofitivo  , o negativo  l’ultimo  termine  ny 
dell’  omogeneo  di  comparazione  , come  moftrano  le  Fi- 
gure 66.  67.  <58.  e 69. 

Il  termine  cortame  ab  è flato  prefo  fin’  ora  femprc 
pofitivo  ; ma  quando  anche  fi  prenda  negativo  , nettuni 
alterazione  può  egli  fare  , fe  non  rendere  negativo  il  ret- 
tangolo cortante  delle  equazioni  ridotte  , il  qual  cafo  già 
è flato  collruito  . Rerta  adunque  generalmente  cortruita- 
la  prima  delle  quattro  equazioni  propollc , cioè  gxx  +-  xyz 

b 

db  ±.  mx  ± ny . 

Quanto  alla  feconda  equazione  di  fopra  riferita-. 
~ gxx +•  xy—ab±.mx±.ny  ; la  prima  fortituzione  , che_* 

« 

devefarfi,  farà  y — gx  — z , cioè^rrz  + gx , e tutto  il  rima- 
~T~  o 

nenie  fi  faccia  , come  fi  è fatto  fin’  ora  . 


Adun- 
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Adunque  per  avere  l’ordinata  y bifognerà  alle  z ag- 
giungere la  gx , onde  in  ciafcun  cafo  delle  Figure  66.  6y. 

" b~ 

68.  e 6p.  fi  dovrà  deferivere  il  triangolo  ABC  al  di  fotto 
della  NNy  come  fi  vede  in  AbC,  coi  lati  Ab—b,  bC—gy 
e con  l’angolo  AbC  eguale  all’angolo  , che  devono  fare_. 
le  coordinate  dell’equazione  propofla,  quindi  prodotta  dall' 
una,  e dall’altra  parte  Aby  e prefa  una  qualunque  Aq—xy 
farà  la  corrifpondente  qR\zy  . 

Le  due  ultime  equazioni  delle  quattro  fono 

gxx  — xy  — ab  iz  mx  ± ny , 

T 

— gxx  _ xy  — ab±zmx ±.ny , 

b ' 

ma  mutando  i fegni  faranno  eflie 

— gxx  4-  xy—  — ab+:  mx  ~ ny , 

~T~ 

gxx  +•  xy=.  — ab+ r mx+:  ny\  ma  quella  è fiata 

b 

coflruita  nel  coflruirc  la  prima  , e l’altra  è fiata  coflruita 
nel  collruire  la  feconda  3 e però  generalmente  fono  fiate 
coflruite  le  quattro  equazioni  da  prima  propoile  ; il  che* 
era  da  farli . 


PRO- 
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PROBLEMA  I. 

132.  Data  di  porzione  la  retta  indefinita  AB,  (Fig.70.) 
e dato  fuori  di  ejfa  il  punto  F ; fi  ricerca  il  luogo  di  tutti 
i punti  M tali , che  condotte  da  ciafcuno  di  ejfi  due  rette 
linee  , l'una  perpendicolare  alla  AB,  V altra  al  dato  punto 
' F , fieno  quelle  fetnpre  eguali  fra  loro  . - 

Sia  M uno  dei  punti , che  fi  cercano  , e fi  tirino  le 
rette,  MN  perpendicolare  a BAt  ed  MF  al  dato  punto  F; 
dovranno  effere  quefle  eguali  fra  loro , per  la  condizione 
del  problema,  e però  condotta  FG  normale  ad  AB,  e 
chiamata  — a , fi  tiri  ad  e(Ta  perpendicolare  MP  , e fi 
chiami  GP—x,  PM—y,  farà  PF—a  — x,  e però  FM  — 

— 1 /aa  — 2 ax  +■  xx  +yy  , ma  FM  — MN  ; dunque  x — 

= Vaa  — lax  -t-  xx  + yy  t cioè  xx  — xx  — lax  +■  aa  -t -yy  , o 
fia  2 ax  — aa—yy t e fatta  la  fofiituzione  x — a — zt  farà 

1 

ìaz  —yy , equazione  alla  parabola  apolloniana  . 

Si  prenda  GL  eguale  alla  metà  di  G F,  c col  vertice 
L , col  parametro  z:  2 a fi  deferiva  la  parabola  L M,  farà 
efla  il  luogo  cercato  , in  cui  prefa  una  qualunque  LP  — z , 
farà  P M—y\  ma  G L—~~aì  dunque  GP  — z e pe- 

X 

rò  le  G P,  PM\e  coordinate  dell’equazione  propofta  . 

Già  fi  fa , per  la  proprietà  della  parabola  , che  AB  h 
la  direttrice  , ed  F il  fuoco  . 


PRO- 


loo 
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PROBLEMA  IL 


ijj.  Data  di  petizione  una  retta  linea  indefinita  PAP, 
e dati  due  punti  fiffi  A,  D,  l’uno  fulla  fìejja  linea , e l’al- 
tro fuori  di  effa  ( Fig.  71.  ) , fi  domanda  il  luogo  di  tutti 
i punti  M tali  , cke  condotte  le  linee  MA  al  dato  punto 
A , e D M F.  dal  dato  punto  D per  lo  punto  M , fia  fem- 
pre  A M eguale  alla  porzione  M E comprefa  fra  il  punto  M, 
ed  il  punto  E,  in  cui  ejfa  linea  DME  incontra  la  data — 
linea  P A P . 

Dal  dato  punto  D , c dal  punto  M,  che  fi  fuppono 
oliere  uno  di  quelli , che  fi  cercano,  fi  tirino  le  linee  DB, 
MP  perpendicolari  alla  data  PAP\  faranno  note  le  rette 
AB,  BD,e  però  fia  AB—  2 a,  BD  — ib,  AP—x , PM—y. 
Si  tirino  le  rette  AM , DME ; poiché  per  la  condizione-, 
del  problema  AM—ME , farà  ancora  P E— A P—x;  ora 
per  i triangoli  fimili  EBDy  EP M farà  EB , BD  ::  EP  , 
P M,  e follituendo  i valori  analitici  , 2x  — za,  ìb  ::  x,y\ 
e però  l’equazione  2 xy—  zay—zbx,  cioè  xy  — ay  — bx  . Si 
faccia  la  foftiiuzione  x — a — z , farà  zy  — bz-h-ba,  e tras- 
portando il  termine  bz , zy  — bz—ab  , e fatta  l’altra  faflitu- 
zione  y — é=p,larà  finalmente  pz—ab,  equazione  all’iper- 
bola  fra  gli  afintoti  . 

Sulla  data  linea  di  pofizione  PAP  dal  dato  punto  A 
fi  prenda  A L — a,  e fi  erigga  ad  dia  perpendicolare  la.- 
LC—b\  indi  condotta  per  lo  punto  C la  retta  RF  paral- 
lela 
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lela  a P P ; fi  deferivano  fra  gli  afintoti  RF,HG  le  due 
oppofle  iperbole  DMt  AM  del  rettangolo  ab , le  quali 
paiTeranno  per  i punti  D,  A;  prefa  una  qualunque  CKzzz , 
farà  KM~p,  ma  AL~aì  LC—b\  dunque  AP  — a 4-  z~xt 
e P M—p  +.  b=y  faranno  le  coordinate  del  problema,  e 
le  iperbole  il  luogo , che  fi  cercava  ; il  che  ec. 

PROBLEMA  III. 

134.  Dati  due  circoli  EGF,  BNO,  e dati  i loro 
centri  G,  A ; ( Fig.  72.  ) fe  da  un  qualunque  punto  G della 
periferìa  del  circolo  EGF  fi  tirerà  una  tangente  GNO, 
che  incontri  ne'  puuti  N,  O l'altro  circolo  BNO,  e da 
quefti  due  punti  fi  condurranno  due  tangenti  NM,  OM, 
fi  riceva  il  luogo  di  tutti  i punti  M , ne'  quali  le  dette_, 
tangenti  s’incontrano  . 

Dal  punto  M , che  è uno  di  quelli,  che  fi  cercano,  fi 
tiri  la  perpendicolare  MP  alla  CAt  e dal  centro  A fi  tiri 
la  retta  AM;  poiché  i triangoli  ANM , AOM  fono 
eguali,  per  effere  retti  gli  angoli  JV,  0,  ed  i lati  AN, 
NM  eguali  ai  lati  AO  , OM ; farà  anche  l’angolo 
NMA-OMAt  onde  nei  triangoli  NMQ,  OMQ , poiché 
è comune  il  lato  M(?,  ed  MO  — MN , farà  N Q~  QO 
ed  A M perpendicolare  alla  NO  . Si  tiri  dal  centro  C al 
punto  del  contatto  la  retta  CG  , la  quale  farà  parallela 
ad  A Mt  eflendo  anch’efla  perpendicolare  alla  IVO;  e fi 
chiami  ABzza,  CE-b  , CA~c,  ed  AP~xy  PM—y  , 

Cc 


e 
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e però  AM-^xx-byy . Nei  triangoli  fimili  AOM , 
AQO  farà  AM,  AO  ::  AO,  AQ  , e fortituitì  i valori 
analitici,  fi  troverà  AQ  — aa  « Si  conduca  CHper- 

xx  + yy 

pendicolare  ad  MA  prodotta  , fe  farà  bìfogno  , farà 
H£  = CG,  e però  HA—b — aa  \ ma  faranno  fi- 

^ XX  +-  yy 

mili  i triangoli  C AH,  AMP,  dunque  PA,AM::AH , 
A C,  cioè  x , V xx*- yy  ::  b — aa  » c , e moltipli- 

**  +•  yr 

cati  gli  efiremi , ed  i mezzi , ex  = b Vxx  +-yy — aa , ovve- 
ro ex  4-  aa  = 6 +->7»  e quadrando,  ccxx  +■  tttt*  +■ 

bbn  % cioè  yy  +-  bb  crX  laacx  a*— °« 

” U M ** 

Tre  cafi  in  quell*  equazione  debbono  diftinguerfi  , 
cioè  quando  b-c  ; quando  6 è maggiore  di  c ; e quan- 
do r è magg:ore  di  b . 

Sia  primieramente  b — c , farà  l’equazione  yy 
raax—a'- o.  Si  lafci  folo  da  una  pane  il  termine 
T~  Tb 

yy  e farà  yy^aaax*-  a4 , e ritrovato  un  rettangola 
T"  bb 

ibf-aa , fi  ponga  in  luogo  di  a»  Dell'ultimo  termine 

del  fecondo  membro  , farà  yy  — iaax  +-  2aaf , c fatta  la 

è 

fofiituzione  *+-/=  z , farà  finalmente  yy-iaaz  , equa- 

b 

zio- 
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aione  alla  parabola  apollomana.  Sulla  retta  CA  ( Fig.  73.  ) 
rertò  C fi  prenda  Al  — oa-f*  e col  vertice  l , affé  IL% 

i b 

parametro  = ìaa  fi  deferiva  la  parabola  1M\  farà  ella  il 

luogo  cercato  , in  cui  prefa  una  qualunque  lP  = z , farà 
P M—y,  ma  A l—fy  dunque  A P — a — /—  * , c le  A P t 
PM  le  coordinate  del  Problema. 

Sia  in  fecondo  luogo  b maggiore  di  c,  farà  pofitivo  il 

termine  bb  — cr  X **  » fi  feriva  l*  equazione  cosi 

T7  » 

bb — ecXxx — zaacx  — a* — yy%  ovvero  xx — laacx  — a*  ~ 

bb  bb  bb  — bb  — • cc  bb — cC 

bby y , ed  aggiunto  ad  arabi  i membri  il  quadrato  a'cc  , 


farà  Jtw — ìaacx  -*•  a* cc—aAbb  — bbyy , e fatta  la  fofiituzio- 


bb  — • cc  » » cc 

. bb~~  cc  bb C* 

ne  * — tfjcnz,  farà  finalmente  bbyy  — a^bb — zz,  equazio- 

bb  — CC  bb*~  Ct  1 

bb — C( 

ne  all’  elliflr . 

Si  prenda  (Fig.  74.)  dal  punto  A verfo  E la  porzione 
A I = aac  , e col  centro  I,  coll’ alfe  trafverfo  Z X — iaabt 

bb — ce  bb — ee 

col  conjugato  RTcr  2.™  fi  deferiva  l’ellilB  RZTY , 

Vbb^cc 

farà  eda  il  luogo  cercato  , in  cui  prefa  una  qualun- 

C c 2 que 

1 
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que  fP  = — t ( perchè  dalla  parte  de’ negativi  ) , farà 

P M—y  \ ma  A l—  aac  , dunque  AP—z  +-  aac  —x,  c 

bb  — CC  bb — re 

però  1 c APy  P M le  coordinate  del  Problema,  il  cheec. 
Sia  finalmente  c maggiore  di  b , farà  negativa  la_ 

quantità  bb — ccX  xx,  e però  l’equazione  ccxx  — bbxx  +■ 
bb  Tb 

laacxczyy  — a*,  ovvero  xx  +•  ìaacx—bbyy — a*  .Si  ag- 
ii bb  cc  — bb  re—  bb  cc  — bb 

giunga  ad  ambi  i membri  il  quadrato  a*cc  , e farà 


re  — bb 


xx  -t-zaacx +-a*cc—bbyy-ì-alibb  , e fatta  la  foflituzione_» 


CC  — bb  » cc—  bb  . * 

„•  CC—  bb  cc—  bb 


Z — X+- 


aac  , farà  finalmente  zz — a*bb  — bbyy  , e qua- 


re—  bb 


CC—  bb 


-*  re—  bb 


zione  all’  iperbola  riferita  agl’  affi  . 

Sulla  retta  CA  ( Fig.  7J.  ) fi  prenda  dalla  parte  dei 
punto  C la  porzione  Al — aac  , e col  centro  I,  coll’ aflc 

rr — bb 

trafverfo  ZY—iaab,  col  conjugato  z:  iaa  fi  deferiva- 
“~lb  ^ et— ib 

no  le  iperbole  oppofie  YM,  Z K ; faranno  erte  il  luogo 
cercato,  in  cui  prefa  una  qualunque  IPzzz  , farà  P M—y- 
ma  Al—  aac  , dunque  AP—z — aac  — x , e però 

re — bb  cc — bb 

le  A P , P M le  coordinate-  del  problema  propofio  , 
il  che  ec. 

In 
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In  quello  Problema  fi  è Tempre  fuppoflo  il  circolo 
EFG  maggiore  del  circolo  BNO  , cioè  b maggiore  di 

a,  ma  quando  anche  forte  b—ay  ovvero  a maggiore  di 

b , il  luogo  dei  punti  cercati  farebbe  Tempre  nel  primo 
cafo  la  parabola,  nel  fecondo  l’cllirtì,  e nel  terzo  le  due 
oppofte  iperbole,  c perciò  era  inutile  il  dirtinguere  quelli 
cali,  i quali  non  fanno  variare  i luoghi. 

PROBLEMA  IV. 

135.  Date  due  linee  AC,  CB  di  pojìzione  falla  ret- 
ta AB  , che  fi  taglino  in  C ( Fig.  7<f.  77.  ) , fi  ricerca 
il  luogo  di  tutti  i punti  M tali , che  condotta  per  effi  una 
perpendicolare  PMN  ad  AB,  che  tagli  nel  punto  Q,  L— 
AC  , e nel  punto  N la  BC,  Jìa  fempre  il  quadrato  èli 
PM  eguale  al  rettangolo  di  PQXPN. 

Si  tiri  la  retta  CD  ; quella  o caderà  fra  i punti  A , 
B , come  nella  Figura  7 5.,  o caderà  da  una  parte  di  erti, 
come  nella  Figura  77.  , 

Cada  in  primo  luogo  fra  i punti  A , B , e fi  chiami 
AB  — a , A P — u , P Q — x , P M ~y , P N—  z,. farà, per  la 
condizione  del  problema,  zxzzyy.  Ma  è data  la  ragione 
di  AP  a PQ  , che  fia  , per  efempio  , quella  di  m ad  n , 
cd  è data  la  ragione  di  B P , a P N , che  fia,  per  efempio, 
come  bt  c\  dunque  farà  PQ  — x — ttn,  e PN—z—ac~  cu% 

m b 

e però  follituiti  quelli  valori  nell’  equazione  zx—yyy  farà 

yy- 
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yy—ac  — cuY.  un  , cioè  bmyy  — au  — uu,  equazione  all  elliCfi. 

* m c » 

Coll'  affé  trafvcrfo  AB— a,  col  coniugato  — a)/cn  fi  de- 

bm 

feriva  l’elliffi  A MB,  farà  la  metà  fuperiore  AMCBil  luo- 
go , che  fi  cerca  . 

Cada  ora  (Fig. 77.)  il  punto  D da  una  parte  dei  pun- 
ti A , B , e chiamata  , come  fopra  , AB — a,  AP  =«, 
P M-y,  PQ  = x*  PN  = z,  farà  BP  zi  u-  a,  c però 
P N—uc  — ac]  ma,  per  la  condizione  del  problema,  zy-yy , 

* 

e la  x — un  , come  fopra  , dunque  fatta  la  foftituzione  dei 

ra 

valori  di  z, ed *, farà yy -uc-acYun, o fia  bmyy- uu-ou, 

b m fu 

equazione  all’  iperbola  . 

Al  vertice  B , atte  trafverfo  = a , atte  conjugato 
-a yen  fi  deferiva  l'iperbola  BCM , farà  etta  il  luogo  , 

b m 

che  fi  cercava  . 

Se  la  retta  AC  non  cadette  fopra  la  AB,  ma  fotte  a_. 
lei  parallela , come  farebbe  nella  pofizione  a C , AB, 
( Fig.  78.  ) farebbe  data  la  retta  PQt  e però  chiamata-, 
PQ=mtAB=atBP  = u,  PN  = z,  PM=y,  c fatta  la^ 
ragione  di  B P,  P N ::  m } n , l’equazione  *z  =yy  farebbe 
yy- un;  onde  deferitta  al  vertice  B , atte  BAy  col  para r 
metro  = n la  parabola  apolloniana  BMC, farà  etta  in  que- 
llo cafo  il  luogo  , che  fi  cerca  . 

PRO- 
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PROBLEMA  V. 

13*.  Sia  una  curva  A M (Fig.  79*)»  ài  cui  fia  data 
' f equazione  , ed  abbia  per  affé  la  retta  A T ^ e fia  fuori  di 
ejfa  un  punto  fijfo  F , da  cui  Jìa  condotta  la  retta  F M , 
che  tagli  la  curva  nel  punto  M , e f ajfe  nel  punto  P • 
Movendofi  la  retta  F M intorno  al  punto  F faccia  movere 
tutto  il  piano  AMP  parallelo  a fe  (lefo  fulla  linea  ET, 
ejfendo  fijfo  il  punto  P rifpetto  al  punto  A , ma  mobile. -» 
fulP  afe  TA  , cioè  e fendo  data  AP;  depriverà  nello  fte fa 
tempo  il  punto  M una  curva  GMD:  fi  cerca  , quale  fia _ 
quefia  curva  . 

Sia  giunta  la  curva  fui  punto  a della  retta  ET,  farà 
per  la  condizione  del  problema  Pp~Aa,z  però  AP—{ap ). 
Si  chiami  adunque  AP=a,  FT-b^  ed  abbacata  dal  pun- 
to M la  perpendicolare  ad  ET;  fia  T^nx,  QMzzy, 
AQ-t.  Poiché  per  i triangoli  fintili  FOM,  PMQ  fi  à 
FO,  OM::  Q_Mt  P£>,  ciò bb  + yt  x::y,  xy  , farà 

t-t-y 

xy  = PQ  , ma  P<2  = q — t , dunque  xy  zzq-t , 

b +■  y b 

cioè  xy  — ab  — bt-t-ay—ty. 

Si  foftituifea  in  quell’  equazione  canonica  il  valore.» 
di  t dato  per  lay  , e per  le  cognite  dell’equazione  delhL. 
curva  AM,c  fi  avrà  l’equazione  , che  fi  cerca  della  cur- 
va CMD. 


Sia 
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Sia  primieramente  AM  una  retta  linea  (Fig.  80.  ); 
farà  data  la  ragione  di  t ad yt  che  fia,  per  efempio  , co- 
me tn  ad  n , farà  mwv,  e foftituito  quello  valore  in  luo- 

v n 

go  di  t nell’  equazione  canonica  , farà  erta  myy  — ab  — 

n 

xy  — bmv  +■  ay , luogo  all’iperbola  fra  gli  afintoti . 

fi 

Per  coflruirla  nella  data  Figura  fi  prenda  folla  FO 
una  qualunque  porzione  T H,  e condotta  in  angolo  retto 
la  HG  tale  , che  fia  TH,  HG  ::  n , m ; fi  tiri  la  TG  , e 
prefa  fulla  T A la  porzione  TV—  an  — bm  , dal  punto  V 

fi 

fi  tiri  VS  parallela  a TG , e fra  gli  afintoti  VS , VE  fi 
deferiva  l’iperbola  CMD  del  rettangolo  collante  = abg  ; 

fi 

(fatta  —g  la  nota  TG)  prefa  una  qualunque  affida  TQzzx, 
farà  la  corrifpondente  Q_M=y , e l’iperbola  il  luogo  dell* 
equazione  mvy  , il  che  ec. 

n 

Sia  in  fecondo  luogo  A M un  circolo  ( Fig.  8f.  ) de- 
fcritto  col  centro  P,  raggio  A P -a , farà  per  la  proprietà 

t 

del  circolo  A Q — t—a—i/aa—yy  , e foflituito  nell’equa- 
zione generale  in  luogo  di  t quello  valore  , farà  ella-. 
xy—b-t-y  ^aa  — yy  » equazione  alla  Concoide  di  Nicome- 
de  , e farà  la  curva  CMD  , che  fi  deferive  dall’  inten- 
zione M della  retta  FM  coll’arco  fuperìore  A M del  cir- 
colo , la  concoide  fuperiore  , £ T ne  farà  l’ailntoto  , F il 
- • polo; 


i ' 
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polo  ; e la  curva  , che  fi  genera  dall’interfezionc  N della 
retta  FM  col  circolo  al  di  fotto  di  ET,  farà  la  concoide 
inferiore  . Il  che  manifelìamente  fi  vede  dalla  natura  del- 
la concoide,  e dalla  condizione  del  problema  ; impercioc- 
ché faranno  fempre  le  due  intercette  P M,  P N fra  l’afin- 
toto  , e la  curva  eguali  al  raggio  del  circolo  A P. 

Sia  in  terzo  luogo  la  curva  A M una  parabola  apollo- 
niana  del  parametro  AP—a  ; (Fig.  82.)  farà  in  quell’ ipo- 
tefi  t — yy,t  folliamo  nell’equazione  canonica  quello  va- 

m 

lore  di  t , farà  ella 

xy  — ay  -\-y  ' — ab  — byy  , 

m m 

cioè 

y ' 4-  mxy  +-  byy  — amy  — alm  — o . 

Che  è l’equazione  alle  due  Concoidi  Paraboliche  , una— 
delle  quali  fi  deferive  per  l'interfezione  della  linea  FM 
colla  parte  fuperiore  della  parabola  ; l'altra  per  l’interfe- 
zione  colla  parte  inferiore  , e la  retta  E T farà  anche  in_ 
quello  cafo  l’afintoto  della  curva . 

PROBLEMA  VI. 

137.  Dati  due  circoli  eguali,  che  fi  taglino  in  dut^> 
punti  A‘,  N ; (Fig.  83.)  e dati  i loro  centri  D,  B,  fi  ri- 
cerca il  luogo  di  tutti  i punti  M tali  , che  le  loro  disian- 
ze dai  detti  circoli  fieno  fi  tnpr e eguali  fi  a loro  . 

‘ D d Sia 
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Sia  M uno  dei  punti  , che  (I  cercano  ; condotte  dai 
centri  D,  B per  queflo  punto  le  rette  DM,  BO,  faranno 
MS,  MO  le  dirtanze  dai  circoli  dati , le  quali  per  la  con- 
dizione del  problema  devono  edere  fra  loro  eguali . Si 
chiami  adunque  D S~BO  — a,  DBzzb,e d abbacata  la 
perpendicolare  MP  alla  retta  DB  prodotta  , fia  DP  — x, 

P M—y , fari  DM  = V^xx  i -yy,  ed  SM=. \/xx  4-yy  — a, 
ma  BP  -x  — b , dunque  BM  — Yxx  — zbx  + bb+yy  * e_. 
però  0 M — a — Kxw  — zbx  +■  bb  4-  yy  , ma  deve  edere-* 
SM—MO,  dunque  fi  avrà  I’equazionei/*Ar4->^—<J=0  — 

Vxx—zbx+bb  -*-yy , la  quale  fi  riduce  ad  edere  (coi  me- 
todi infegnati  ) xx  — bx  +•  bb — aa  — 4<?avy>  fi  faccia  la  forti- 

4 4 aa  — * bb 

tuzione  x — b — z,  e farà  zz—aa—^aayy  , o fia  4 aayy  — 

» 4*4  — Lb  4«4  bb 

sa  — zz,  equazione  all’  elliflt . 

Si  divida  per  metà  nel  punto  C la  retta  DB,  e col 
centro  C,  coll’ arte  trafverfo  FE  = 2<j,col  coniugato  AW~ 

1/4 aa  — bb  fi  deferiva  l’ellifTì  F AEN,  farà  erta  il  luogo 
cercato,  in  cui  prefa  una  qualunque  CP  — z,  farà  PM—y, 
ma  CD—~b,  dunque  DP  — z+-  \-b—  x,  e però  le  DP, 
PM  le  coordinate  del  problema  proporto  . 

E*  inutile  il  dirtinguere  i cafi,  ne*  quali  a è maggio- 
re , minore  , o eguale  a b , perchè  il  problema  non  muta 
natura,  eflendo  femprc  necedaria  mente  b minore  di  za  , 
come  è chiaro  . 

Dalla 
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Dalla  coftruzione  fi  ricava  , che  i punti  D , B faran- 
no i fuochi  dell’ eli: dì , e che  il  di  lei  afte  conjugato  farà 
terminato  dai  punti , ne*  quali  fi  tagliano  i due  circoli . 
E primieramente  , perchè  DS  h eguale  a BO , ed  SM  = 
MO,  farà  DS+S M+-  MB,  cioè  DM+  MB—iDS,  ma 
iDSziFE,  dunque  per  la  nota  proprietà  dell* cllilfi  fa- 
ranno i punti  B,  D i di  lei  fuochi . Ciò  fuppofio,  per  un* 
altra  proprietà  dell’  ellifli  riguardo  ai  fuochi , intendendo 
condotte  le  BA,BN,  farà  B N —BA  — CE,  ma  quello  fi 
verifica  nei  punti , nei  quali  fi  tagliano  i due  circoli  dati , 
perchè  D , B fono  i loro  centri , e CE  per  la  collruzione 
è eguale  al  femidiaractro  degli  (letti  circoli,  dunque  l’el- 
Jiflì  patterà  per  i detti  punti  d’interfezione  dei  circoli  dati , 
il  che  ec. 

PROBLEMA  VII. 

138.  Data  la  retta  linea  AB  (Fig.  84.),  ritrovare ^ 
il  luogo  de’  funti  D tali , che  nella  prodotta  D A prefa -, 
A C metà  di  AD,  e condotta  al  punto  B la  retta  C B , 
Jìa  C B— C D • 

Si  abbatti  dal  punto  D , che  fi  fuppone  etterc  uno  di 
quelli,  che  fi  cercano,  la  normale  DP  alla  AB.  E fi  chia- 
mi AB— a,  AP—x,  PD—y,  farà  AD  — v 'xx-byy  , ed 
A C per  la  condizione  del  problema  = -f  vXx  -t ~yy  # 0 

pelò  CD  —CB  — -f  Yxx  + yy  ; fi  tiri  dal  punto  C la  per- 

D d a pcn- 


212  INSTITUZIONI 

pendicolare  CQ  alla  B A prodotta  ; poiché  ne’  triangoli 
fimili  AQC,  APD  è ADzziAC,  farà  AP-zAQ^,  e_. 
PDzzzQC,  onde  CQ  = -ry,  ed  AQ-^x,  e però££= 

ora  CB  -CQ+-BQ  = aa-f  ax+-  xx  +•  yy_,  ma_. 

T ♦ 

CB  — CD  = 9 + yy,  dunque  farà  l’equazione  pxx  + 

♦ 4 

pyy  — nei  +■  ox  •+-  xx  +-  yy , che  fi  riduce  ad  ellere  xx  — ax— 

4 4 4 * 

aa  — yy  , ed  aggiunto  ad  ambi  i membri  il  quadrato  aa  , 

T i« 

e fatta  la  fofiituzione  x — a—z, farà  finalmente  zz— paa  — 

7 16 

yy,  equazione  al  circolo  . 

Si  prenda  adunque  BM—^a,  e col  centro M,  col  rag-. 

4 

gio  BM  fi  deferiva  il  circolo  NDB,  farà  elio  il  luogo , 
che  fi  cercava  , in  cui  prefa  una  qualunque  MP  — z , farà 
P D—y , ma  A M—~  a , dunque  A P — z 4--^  a—x , c le 
AP,  PD  le  coordinate  del  problema  propofio  . 

Se  fi  volefle  anche  il  luogo  de’  punti  C , quello  fareb- 
be un’altro  problema  di  fimile  natura  , che  fi  Sdoghereb- 
be nella  feguente  maniera  . 

Si  chiami  AQ—  p,  Q^C—q  normale  a BN,  farà 
A P~ip,  PD  — zq,  ma  AM—a,  ed  MB  — 3 a,  dunque.. 

4 4 

HA  — a,  e però  N P\P B — aa  4- ap  ~ ^pp  , ma  per  hu. 

1 » 

pro- 
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proprietà  del  circolo  NP \P  B — P D~ 47^,  dunque  farà 
4 qq —aa+ap  — qpp , quiudi  a a — qq —pp  — ap  , fi  aggiunga 
» T 4 

ad  ambi  i membri  il  quadrato  aa  , e fatta  la  foflituzione_. 

ó4 

p — a~t,  farà  qq  ~ paa—  tt , onde  defcritto  col  diametro 

8 04 

MN=^a  il  femicircolo  NCM , farà  effo  il  luogo  di  tutti 

4 

i punti  C,  in  cui  prefa  dal  centro  5 una  qualunque  SQ^r, 
far kQC=:qy  mzAS-a,  per  la  corruzione  , dunque,. 

8 

j4Q  — t-t-ja  — p y e 1 e A Q,  QC  le  coordinate  del  pro- 
8 

blema  . 

Quelli  due  Problemi  fi  potranno  dimollrare  unita- 
mente in  forma  di  Teorema  nel  feguente  modo  . 

Se  nella  data  AB  fi  prenderà  MB  eguale  a tre  quarti 
di  ABy  e col  centro  M,  col  raggio  MB  fi  defcriverà  il 
circolo'  N D B , ed  in  oltre  col  diametro  MN  il  circolo 
NCM  y condotta  per  lo  punto  A , comunque  fi  voglia,. , 
la  retta  linea  CD  terminata  alla  periferia  dell*  uno,  e dell’ 
altro  circolo  , e dal  punto  C la  retta  CB  all*  efiremità  del 
diametro  , farà  tempre  DA  doppia  di  AC,  e CD  eguale 
a CB  . 

Sia  S ii  centro  del  circolo  NCM,  e fi  conducano  le 
rette  SC , D L per  i centri  S , M . Poiché  S M è la  metà 
di  MB,  farà  SM  tre  ottavi  di  AB  ; ma  AM  ne  è un_, 

qu.tr- 
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quarto,  dunque  SA  farà  un’ottavo  di  AB,  e però  la  metà 
di  A M ; ma  è pure  S C la  metà  di  D M , e l’angolo  SA  C 
eguale  all'angolo  D AM,  dunque  è facile  da  vederli , che 
farà  il  triangolo  SAC  fienile  al  triangolo  DAM,  e farà 
pelò  anche  AC  la  metà  di  AD,  che  era  il  primo  . 

Ma  fc  fono  limili  i triangoli  SAC,  ADM,  farà  an- 
che l’angolo  SC A eguale  all’  angolo  AD M,  onde  faran- 
no parallele  le  rette  lince  SC,  DL,  ed  in  confeguenza— 
limili  i triangoli  BLM,  BCS,  e però  farà  ML  la  quarta 
proporzionale  di  BS , SC,  ed  MB j ma  BS  — 9 AB, 

T 

SC—  3 AB,  MB  = 6 AB,  dunque  ML—  1 AB  — AM, 

t~  ir  8 

ma  MD  — MB,  e l’angolo  A MD—LMB,  dunque  fono 
eguali  i triangoli  AMD,  BML,  e l’angolo  ADM—MBL\ 
ma  è anche  l’angolo  MDB  eguale  all’angolo  MBD,  dun- 
que l’angolo  CDB  è eguale  all’angolo  CBD,  e però  il 
lato  CB  eguale  al  lato  CD,  che  era  il  fecondo  . 

PROBLEMA  Vili. 

139.  Diti  i due  lati  AC,  CB  della  norma  ACB, 

( Fig.  8 i.)  fi  ricerca  il  luogo  di  tutti  i punti  , per  i quali 
pajfa  l’ eflremità  B del  lato  C B mentre  la  norma  fi  move  tal - 
mente  , che  il  punto  A fi  a fmpre  falla  linea  DM,  ed  il  pun- 
to C full  a linea  D P,  che  fi  fuppone  perpendicolare  alla  DM. 

Dal 
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Dal  punto  B fi  abballi  B P normale  a D P , e fia_. 
DP-x,  PB-y,  AC-a,  CB-b  ; farà  CP=\/bb-yy, 
DC—x  — b'bb—yy.  Ma  gli  angoli  DC^,  BC P prefi 
afliemc  fono  eguali  ad  un  retto,  ficcome  gli  angoli  BCPy 
CBPf  e però  eguali  fra  loro  gli  angoli  DCA,  CBP ; 
dunque  faranno  fimili  i triangoli  ADC , BCP  , e fara 

ACt  CD::  BC,  BPt  cioè  a,  x -V  bb- yy::bty  ; e però 

ay  —bx  — bl^bb — yyt  e quadrando,  ed  ordinando  iter- 

mini  , farà  l’equazione  xx  — 2axy+-a/ìyy—bb—yy.  Si 

~T~  bb 

faccia  la  foftituzione  x—ay~zt  ed  averaflì  l’equaziono 

f 

ZZ  — bb—yy  all’  ellillì . 

Sull’  indefinita  DM  fi  deferiva  il  triangolo  D E H coi 
Iati  DE—b  , EH— a , e l’angolo  DEH  retto,  giacché 
è retto  l’ angolo  delle  coordinate  del  Problema  , e fìa  —f 
la  nota  DH.  Col  femidiametro  trafverfo  DH—fy  col 
femidiametro  conjugato  DQzzb,  e parallelo  ad  EH  fi 
deferiva  l’ellifiì  HBQ  , ella  farà  il  luogo  ricercato , in  cui 
prefa  una  qualunque  DF—PB—y,  farà  GB- z,  FG—ay , 

1 * 

dunque  FB—z-t-ay—x—DP;  e però  le  DP,  PB  le_» 

T 

coordinate  del  Problema  . 


PRO- 
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PROBLEMA  IX. 

140.  Dato  V angolo  B A P,  e dato  il  punto  P;  (Fig.8<J.) 
fi  ricerca  il  luogo  di  tutti  i punti  D tali  , che  condotte  le  due 
rette  , B D parallela  ad  A P , e D P al  dato  punto  P , fi*' 
fempre  BD  a DP  nella  data  ragione  di  d ad  e. 

Condotta  DC  parallela  ad  AB  , fi  chiami  AP—a, ' 
AC—x , CD-y  , CP  — a—x.  Poiché  l’angolo  BAPt 
a fia  DCE  è dato,  condotta  DE  normale  ad  AP\  farà 
data  la  ragione  di  CD  alla  CE , eperòfia  CD  jCE::  dsb. 

Sarà  adunque  CE  ~by , AE  — x-bly^,  E P — a — x — by  , 
di  ~d 

o pure  -x-bby  — a,  P D— ex.  Adunque  farà  CD  — CE  — 
T ~d~ 

— z X 

D P — P E,  cioè  yy  — eexx  — aa  — xx  +■  ìax  +•  raby  — 2 bxy,  ' 
« dd  d d 

o fia  yy  +-  2 bxy  +■  bbxx  — ce+-  bb  — dd  X xx  4-  zax  — aa-\- 

~~i~  ~dd  di  1 

2 ahy,  ( aggiungendo  all’uno,  ed  all’altro  membro  la  quan- 
~~d 

tità  bbxx  ) . Ma  qui  fi  oflervi  , che  la  quantità  ee  +■  bb  —di 

~dd~ 

può  efiere  eguale  , maggiore , o minore  del  zero  ; e 
però  fia  in  primo  luogo  eguale  al  zero  , adunque  farà 
P equazione  yy  +■  2 bxy  +•  bbxx  — zahy  +.  2ax  — aa,  c facendo 
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la  foftituzione  y +-  foc= z , farà  zz  — 2 abz  — 2 ax  — labbx  — 
h d ~U 

aa  , ed  aggiunto  ad  ambe  le  parti  aabb  , zz—zabz-h- 

dd  ~~d 

aabb  — 2 ax  — zabbx  4- aabb  — aadd  , e facendo  la  foftituzio- 
dd  ~ dd"  Ti 

ne  z — ab  — p , farà  pp  — zaddx  — zabbx  +-  aabb  — aa.id  , 
~d  Td 

cioè  pp—x  — a X *add—  labb  , e fatto  x — a—q  , farà 
~ dd  ~l 

pp  — q X^zadd—  zabb  . Parabola  Apolloniana. 

dd 

Sia  ( Fig.  87.  ) B A P il  dato  angolo  , A P la  data-. 
— a . Sulla  A P indefinitamente  prodotta  fi  deferiva  il 
triangolo  AMN  con  l’angolo  AMNzzBAP ; e fia_. 
AM,  MN::d,  b.  Si  produca  AN  indefinitamente  , e_» 
nella  AB  fia  AH—ab,  c fi  conduca  H£  indefinita,  e 
T 

parallela  ad  AN  . Si  divida  A P per  metà  in  0,  c con- 
dotta OQ  parallela  ad  AB,  col  vertice  Q,  al  diametro 
QE  , col  parametro  — zidì—zahb,  (fatta  f—AN)  e 

con  le  ordinate  parallele  ad  A B fi  deferiva  la  parabola 
QD  •,  prefa  una  qualunque  AV—x,  farà  VD—y , ed 
effa  parabola  il  luogo  cercato  . 

Sia  in  fecondo  luogo  ee+bb—dd  maggiore  del  ze- 
ro , cioè  quantità  pofitiva  . Riprefa  adunque  P equazio- 
ni e ne , 
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nc  , e fatta  te  + bb  — dd  — hb  , farà  yy  +•  zbxy  +•  bbxx  — 

d dd 

bhxx  — a.i  +■  2.7A*  +-  ziby  , c fatta  la  fletta  foftitazioae  di 
dd  ~r 

y+bx  — z,  farà  zz  — labz  zz  bhxx  — aa  + lax  — tabbx  » 
7~  ~~d  "dd  ' ^ 

cd  aggiunto  /j.iM  , e fatta  la  fottituzione  z~ab—p  , 

"dd  d 

ddpp  — bbxx  +-  uddx  — labbx  — aadd  -^aabb  , cioè  xx  +- 
2 addx  — labbx  — ddpp  +•  aadd  — aabb . Si  faccia  add  —abb  zzm, 
bb  TT  bb  bb 

farà  xx  +•  zmx  — ddpp  +. a m , ed  aggiungendo  all’uno  ed 
' bb" 

all'altro  membro  mm , xx  +-  zmx  +■  mm  — ddpp  + am 4-  mm , 
e fatto  x+m—q , farà  finalmente  qq  — ddpp  +-  am+-  mm  , 

/ M 

cioè  — aw  — mm—ddpp , equazione  all’iperbola. 

~bb~ 

Sia  B A P ( Fig.  88.  ) il  dato  angolo , A P la  data_ 
— a , fulla  A P indefinitamente  prodotta  fi  deferiva  il 
triangolo  AMN  coll'angolo  A M N—B A P ; e fia  AM 
ad  MN::dyb.  Si  produca  indefinitamente  AN,  e nella 

AB  fi  prenda  AH c per  lo  punto  H fi  tiri  l’indefi- 

d 

nita  OE  parallela  ad  AN  ; indi  fi  faccia  AK  — m,e  fi  tiri 
KO  parallela  ad  AH;  ed  al  centro  0,  col  femidiame- 

tro  trafvcrfo  OQzzfisam+mm,  col  femidiametro  con- 

d 

juga- 
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jugato  -b  V am 4.  rum  , e parallelo  ad  AB  ( intendendo 
2 

per  f la  nota  AN)  fi  deferiva  l'iperbola  QD  ; prefa^ 
una  qualunque  AV—x,  farà  VD—y  , ed  ella  iperbola 
il  luogo  ricercato  . 

Sia  finalmente  ee  4-  bb  - dd  minore  del  zero , cioè 
nagativa  ; fi  faccia  adunque  ee  4 -bb  — ddzz  — bh  , e fatto 
y +•  bx  - z,  1*  equazione  farà  zz—  ìabz  =— bhxx—  aa*-  zax  — 
~d  ddd 

rabbx , ed  aggiungendo  aabb , zz  — ìabz  +-  aabb — — bbxx4- 
55  d ^ id  dd 

ìaddx  _ xaMx  - aflii  , c fatta  la  fofiituzione 

dd  - dd 

ah  —p,  ddpp  — — Watat  4-  ìaddx  — 2<jM*  +-  aaii, 

~d 

cioè  xx  — zaddx  +~  zabbx-aabb-  aadd  — ddpp  . Si  faccia 

add  — abb-m  , avremo  *•*  — zmx~—  em  — ddpp  , ed  ag- 
* U ** 

giunto  ww . - ìmx  4-mm-mm-am-  ddpp  ; e fatta.» 

bb 

finalmente  la  fofiituzione  x — m-q , farà  ddpp-mm  — 

bb 

am  — qq  , equazione  all’  elliflì  . 

Sia  ( F*g-  8j>.  ) B AP  il  dato  angolo,  ed  A P la  data 
-a  . Sulla  AP  indefinitamente  prodotta  fi  deferiva  il 
triangolo  A M N coll*  angolo  A M N —B  A P , e fia  A M ad 
MN::  d>  b\  fi  produca indefinitamente  , c nelhu. 

Ee  2 AB 
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AB  fi  prenda  AHzzab  t e per  lo  punto  H fi  tiri  la  HE 

T 

indefinita,  e parallela  alla  AN.  Sulla  AP  prodotta  fi 
prenda  AKzzm,  che  in  quello  calo  è Tempre  maggiore 
di  A P— a t e fi  tiri  KO  parallela  ad  AB.  Al  centro  0, col 

femidiametro  trafverfo  am  (fatta  AN—f) 

1 

col  femidiametro  conjugato  —hvmm—am  , e parallelo 

d 

ad  AH  fi  deferiva  TelliUì  QD  ; prefa  una  qualunque 
AV—Xy  farà  VD~y  , ed  etta  il  luogo  ricercato  . 

141.  Ho  detto,  che  AK  (m)  è maggiore  di  AP  (0); 
intorno  a ciò  cade  in  propofito  lo  fpiegare  , come  di  due 
quantità  compiette  potta  conofcerfi,  quale  fia  la  maggio- 
re. Si  inilituifca  adunque  fra  loro  un  rapporto  di  maggio- 
ranza , o di  minorità , come  più  piace  , indi  fi  proceda-, 
come  nelle  equazioni , trafportando , dividendo  ec.,  e fa- 
cendo altre  operazioni  fin  a tanto  , che  fi  arrivi  ad  una— 
confeguenza  nota , la  quale  fe  è vera  o attolutamente  , o 
ipoteticamente,  farà  attolutamente  , o ipoteticamente  ve- 
ro il  rapporto  inftituito , e fe  è fatta , quello  pure  farà  fal- 
fo  . Vogliali  adunque  fapere  fe  m»,  cioè  ad.i—abb  fia— 

dd  — Ib  — et 

maggiore  di  a . Si  faccia  il  rapporto  add—abb  > a,  e ri- 

dd  — bb  — et 

ducendo  al  comune  denominatore,  add  — abb  > add—  abb  — 
ace yC  cancellando  i termini, che  fi  elidono,  farà  o>  — aee\ 

ma 
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ma  è veriflìmo,  che  il  zero  è maggiore  di  quantità  nega- 
tiva, dunque  è vero,  che  add—abb  è maggiore  di  a. 

dd — bb  — re 

Così  volendo  fapere  fe  aa  + iab  fia  maggiore  di  bb  , 
fi  faccia  aa  +-  zab>  bb , ed  aggiungendo  all’uno  ed  all* 
altro  membro  il  quadrato  bb , farà  aa  4-  2 ab  4-  bb  > ibb  , e 

cavando  la  radice,  a + b > zbb  , o Ila  a > 1/  zbb  — b , ma 
poiché  fono  date  le  quantità  a , b,  potraflì  Tempre  fapere, 

fe  a fia,  o non  fìa  maggiore  di  1/2 bb  — b,  ed  in  cafo  che 
lo  fia , farà  anche  aa  4-  zab  maggiore  di  bb . La  maniera  è 
la  Berta  ne*  cafi  più  comporti,  e però  non  occorre  parlar- 
ne più  lungamente . 


PROBLEMA  X. 

142.  Date  dì  porzione  due  rette  V B , VE  ( Fig.  po. ) 
e dato  il  punto  P , / opra  cui  , come  polo  , s'aggiri  la  ret- 
ta P E , ritrovare  il  luogo  de’  punti  D tali , che  fia  fem- 
pre  CD  alla  DE  in  ragione  data  . 

Si  conduca  VP , e parallele  ad  erta  le  rette  A D,  B F, 
e fia  la  ragione  di  CD  a.  DE,  o pure  di  CD  ad  E C,  co- 
me d ad  e , ed  ertcndo  dati  gli  angoli  EVB , EBV , fia^. 
E B a B V>  come  e ad  b . 

Si  chiami  VP  — a,  VA-x,  AD—y , farà  EB  —ev  , 

~d~ 

e 
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c però  FB-by.  Per  la  fimilitudine  de*  triangoli  CFP  , 

CDA  farà  DA , PF ::  CA , CF , e componendo,  DA  * 
PF , PF::  v4F,  CF,  cioè  *,  CF,  e però 

CF—ax  , e per  la  fimilitudinc  de*  triangoli  PFC , £ BC 

farà  PF,FC::  EB  ,BC,  cioè  a ondo 

a 4-  ^ 

B C—  exy  , c però  l’equazione  B C 4-  CF=  B F,  cioè 
mi  4-  4y 

exv  4-  — by  , o fia  — * exy  ~ adx  . 

' 4 J -i-  dy  ~d  b b 

Per  coftruirla  fi  ponga  y — ex  =.  ez  , follituendo  farà 

b b 

rzy ~ — ay  — adz  4-ady,  cioè  zy  4-  aby  — adby  ~ — adz. 

y T~  » » * « « 

Si  ponga  in  oltre  z 4 -ah  — adh  — p , farà  adunquo 

e e e 

py  = aadb  - aaddb  — adp  , e fatta  la  terza  loftituziono 
e e e * e 

y +.  ad— q,  farà  finalmente  pg  - aaedh  — aaddb  , iperbolo 

7 '* 

fra  gli  afintoti , il  di  cui  rettangolo  collante  è pofitivo  , 
perchè  la  e farà  fempre  maggiore  della  d . 

Si  produca  PF  indefinitamente,  e fi  prenda  FQ=adi 

• 

dal  punto  Q fi  tiri  l’indefinita  Q S parallela  ad  FB,  e pre- 
fo  un  qualunque  punto  M nella  retta  PH,  e condotto 
M N parallela  ad  FB  , per  la  fimilitudine  de*  triangoli 

FMN , 
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FMNy  EBF,  farà  FM,  AfiNT  : : e,  b . Si  faccia  FI- 
a eb  — adb,  e per  Io  punto  I condotta  indefinita  la  retta.. 

e e 

R I K parallela  ad  V E , fra  gli  afintoti  R S , R K fi 
deferiva  l’ iperbola  0 F D del  rettangolo  collante  = 

aaedb  — aaidb  X / ( chiamata  / la  nota  FN  ) la  quale  ne- 
e • e 

cefiariamente  parlerà  per  lo  punto  V . Prefa  una  qualun- 
que FH—y  t farà  HD  — xy  cioè  FA  — x , A D —y,  e la 
curva  cosi  deferitta  il  luogo  de’  punti  D ; il  che  ec. 

143.  Ricavando  l’equazione  dalla  proprietà  delle  cur- 
ve deferitte  si  negli  addotti  efempj  , come  ne’  problemi , 
deve  ella  efiere  la  (Iella  dell’  equazione  propolla  da  cc- 
flruirfi  quando  le  operazioni  fieno  giulle  , e ciò  può  fer- 
vire  per  dimollrazione  del  metodo  , il  che  a bello  lludio 
6 tralafciato  di  fare,  per  non  recare  troppo  di  noja. Tutta- 
via però  , per  darne  brevemente  un  picciol  faggio , pren- 
do le  collruzioni  dell’Efempio  13.,  e del  Problema  8. 

E quanto  all’Efempio  . Polla  ( Fig.  <5 5.)  A Dzz  x,  ed 
ellendo  AS=iay  AF—fy  fura  AC=Jx,e  poiché  AR—but 

zo  II» 

farà  AQ=hfny  e però  Q C—fx  — hfn _ MP ; adunque  ef- 

+am  x a 4 am 

fendo  il  femidiametroHM=:r/,averalfi  HP—ef  -t-fx  —bfn. 
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CP=QM=-~ c,  farà  PN-=y  + bx+--±-c.  Ma,  per  la  prò- 

i a 

prictà  dell’  ellifiì , deve  edere  HP'yPV , P N ::  HF  al 
parametro,  che  è=4<ifw»,  dunque  fi  avrà  l’equazione-» 

~T^~ 

e,'fF—  ffxx  +~ffhnx  — jfhbnm  X — cc  +-  bcx  4-  bbxx  -+ 

4 aa  4 aam  1 Gaamm  ffn  4 la  444 

ry  4-  bxv  -\-yy  , cioè  me  e — rw.v.v  4-  è*  — /j/jw  ~ f c 4-  &c.v  -4- 

a n 4111  4 u 

4-  cy  + bxy  -b  yyt  e refiituito  in  luogo  di  fe  il  fuo  va- 

444  4 

lore  ccmn  +■  4-  , farà  cc  4-  ag  — «mt#  4-  — cc  -f 

4 min  4 » 4 

£c.y  4-  Ma.-y  4-  4-  4-^y,  e finalmente  redimendo  i va- 

24  444  4 

lori  di  _ »»  = bb  — 47*7 , e di  h—bc  — lai , fi  avrà  ag  — xx — 

H 444  24 

lx  — cy-b  bxy  +-yy , che  è appunto  l'equazione  propofia  da— 

a 

codruirfi  . 

Nella  codruzione  dell’ultimo  Problema  ( Fig.  90.  ), 

effendo  aaedb  — aadiò  X_/  il  rettangolo  codante  dell’  iper- 
e * e 

boia  , ed  FI  = w h — adh , e parallela  all’afintoto  2ìS,  farà 

r 4 

RI-adf  ; ma  per  la  fimilitudine  de’  triangoli  VMN , 

e e 

VHGy  è VMt  VN  : :FH,  TC,  e però  J^O-fy  = /K, 

e 

adun- 
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adunque  RK —<df+~Jyj  ma  HG~bytGK-  VI~  atb  - adb, 

^ ; * • _ ». 
quindi  HK  = bey+gcb-adb  ; ma  HD  = VA-xy  duo- 

99 

quc  farà  KDzzbey  + aeb—adb  — eye,  e perchè , per  la  f 

** 

proprietà  della  curva  , deve  eflere  il  rettangolo  di 
R KX  K D eguale  al  rettangolo  collante  , dunque». 

0df  +•  efy  X bey+tub  — adì?  - — aaddb  Xf, 

ee  . , et  i'  i? 

cioè yy _ ^ yy  4.  gy  — adxz: o,  come  doveva  eflere  . 

\ . , * 

Fatta  la  ftefla  diligenza  ad  ogni  Efempio  , c Proble- 
ma, lì  troverà  eflere  giullo  il  metodo  . 


Ff 
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CAPO  I V.  ... 

^ „ * ,*  # . . .*  > 

• i 

Delle  Equazioni  y t de’  Probi  ttni.fol idi  * j > > 

144-  R Adice  di  una  qualunque  equazione  fi  chiama  ciaf- 
cuna  di  quelle  quantità , che  foilituite  nell’equazione  in- 
luogo di  quella  lettera,  fecondo  cui  l’equazione  fteffa  è 
ordinata,  cioè  in  luogo  di  quella,  che  fa  figura  <J  incogni- 
ta, fanno  fvanire  tutti  i termini  ; ovvero  ( ciò  che  è Io 
{tetto  ) radice  d*  un’  equazione  è ciafctmo  de*  valori  dclf 
incognita,  o della  lettera,  che  fa  figura incognita  nell' 

equazione..  „ . 

Le  radici  adunque  dell’equazione  xx—  ax+-bx  — 
ab  zio  faranno  due,  una  a , l’altra  - è,  perchè  cialcunl- 
di  quelle  fortuita  in  luogo  di  * fa  fvanire  i termini  dell’ 
equazione;  o perchè  si  a,  come  - b fono  i valori  della  let- 
tera x nell’equazione  propolla.  Le  radici  dell’equazione 
— t?xx  + 49*  — 30  = o faranno  1 , 2,  3,  — J » 
perchè  appunto  ciafctmo  di  quelli  numeri  fofiituito  in_ 
luogo  della  x fa  fvanire  tutti  i termini,  o perchè  ciafcuno 
di  quelli  numeri  è un  valore  della  incognita  x . Le  radici 

dell’equazione  x*—bbx x —a*  —o  faranno 4-  V — aa  , 

— aabb 

/Ha  + bb>  — l /as+-bb  , c cosi  dell’ altre 

tutte . 
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*47*  In  altro  fenfo  ancora  fogliono  prenderli  le  radi- 
ci d*  un’equazione,  cioè  fottraendo  dall’incognita  ad  uno 
ad  uno  i valori  politivi,  ed  aggiungendo  i negativi,  e 
paragonandoli  al  zero,  onde  in  quello  fenfo  le  radici  dell* 
equazione  xx  — ax  4-  bx  — ab  — o faranno  x — azz  o , 
x-^-b—o.  Dell’equazione  **—  30^0 

faranno  *->■ 1 —O,  x—i^o , x — 3 “o,  x + f^o,  c così ' 
dell* altre,  ed  in  quello  fenfo  dicefi,  che  ogni  equazione  è 
11  prodotto  delle  fue  radici , perchè  tra  loro  moltiplicate 
formano  appunto  t*  equazione , di  cuj  fono  effe  le  radici  ; 
quindi  è,  che  tante  faranno  le  radici  delle  equazioni,  com- 
prefe  le  immaginarie  , quanto  è il  grado  loro,  e però  due 
faranno  le  radici  dell’equazione  quadratica  , tre  della  cu- 
bica , quattro  di  quella  del  quarto  grado  ec. 

Si  moltiplichi  x — o in  x+-b—  o,  nafcerà  l’equa- 
zione quadratica  (I.)  xx+  ax+-  ab=of  quella  di  nuovo  li 

+ bx 

moltiplichi  in  c = o,  e nafcerà  l’equazione  del  terzo 

grado  ( li.  ) x*  +■  axx *-abx~-  abc 

+•  bxx  — acx  = o , e quella  di  Imo» 
— cxx  — bcx 

vo  fi  moltiplichi  in  x-t-d—o  , e farà  l’equazione  del  quar- 
to grado  ( III.)  x*4-axÌJr-abxx  — abcx-*abcd 
+■  bx  * — acxx  -t-  abdx 
— c x ' — bcxx  *-  acdx  tt  d 

*t-  dx  * +-  adxx  — bcdx 
+ bdxx 
— cdxx 

Si  moltiplichi  x U'  ab = o in  x — is  ab — o , farà  xx  — ab — o, 

Ff  2 


e 
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e quella  (1  moltiplichi  in  e—o , farà  x **•  cxx  — abx— 
abc—Oy  c di  nuovo  fi  moltiplichi  iq  x«-e=:o  , lari 

*♦  + icx1—  abxx— làbcx  — abcczzo 

H-  ' - ' ____ 

.Si  moltiplichi  x Jr  ^ — ab  — o in  x — ^ — ab  — o in-* 
.V  +•  a — o , farà  x* +■  axx +•  abx  b aab—o  . 

14#.  Se  adunque  lì  averi  modo  di  fapere , quali  fieno 
i valori  o tutti , o alcuni  dell’incognita  dell’equazione , fi 
potrà  fempre  efla  dividere  per  tante  equazioni  {empiici , 
quanti  fono  i valori  noti,  aggiungendo  all'incognita  i 
valori  negativi , e fottraendonc  i pofitivi . Quindi  l’equa- 
zione prima  è divifibile  per  x-t- a,  e per  xbb’t  la  fecon- 
da per  x-b  a , x+-b  , x — c ; la  terza  per  x-ba  , x+b, 
x — c , x +■  d ec.  ; con  che  fi  riducono  le  equazioni  com- 
porle in  tante  femplici , quante  fono  le  radici , fe  tutte  fo- 
no note  , e lì  abballano  di  unto  grado,  quanto  è il  nume- 
ro  delle  note  , fe  non  Io  fono  tutte  ; c però  l’equazione  , 
per  efempio  , del  quinto  grado  fi  ridurrà  al  quarto  , fe  fi 
fappia  una  delle  fuc  radici  ; al  terzo  quando  fe  n$  {appia- 
no due  ec. 

147.  Dal  modo  , con  cui  nafeono  le  equazioni  ( che 
s’intenderanno  fempre  ridotte  al  zero,  e nelle  quali  il  maf„ 
fimo  termine  rifpetto  all’incognita,  0 rifpetto  a quella  let- 
tera , fecondo  cui  fono  ordinate  , fia  pofitivo  , e libero  da 
coefficienti)  è faole  il  riconofcere,  che  il  coefficiente  dell’ 
incognita  , o fia  della  lettera  , fecondo  cui  è ordinata., 
l’equazione  , nel  fecondo  termine  è la  fomcna  di  tutte  Io 

ra- 
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radici  dell’equazione  affette  dal  fegno  contrario  ; il  coeffi- 
ciente del  terzo  tarmine  è la  fomma  di  tutti  gli  ambj,  che 
(1  poflòno  fare  da  effe  radici  .;  il  coefficiente  del  quarto  la 
fomma  di  tutti  i terni , e cosi  di  mano  in  mano  fino  all’ 
chimo  termine  collante  , che  è il  prodotto  di  tutte  le  ra- 
dici fra  loro.  *;  .....  • - . 

• * ...  •••*.*•,  • . > 

148.  Da  ciò  s’inferifce  , che  la  fomma  delle  radici 
pofitive  dovrà  necedàriamente  edere  eguale  alli.fommju. 
delle  negative  in  tutte  quelle  equazioni , nelle  quali  manca 
il  fecondo  termine  ; e che  la  fomma  delle  polrtivc  farà 
maggiore  della  fomma  delle  negative  , quando  il  fecondo 
termine  fia  affetto  dal  legno  negativo , cd  all’  oppofto  , 
quando  edò  fia  affetto  dal  fogno  pofitivo  . 

149.  Mancando  nell’ equazione  un  qualche  termine, 
fi  fuole  nel  luogo  del  termine  mancante  fcrivere  un’affc- 
rifeo , come  x 4 * +•  aaxx  — b'  x a*~o  fe  manca  il  fecon- 
do termine;  x*  — ax ’ * —b'x+~a*= o fc  manca  il  terzo^ 
e cosi  degli  altri . 

150.  Se  l’equazione  non  avrà  termine  alcuno  affetto 
da  quantità  immaginaria , le  radici  fue  faranno  o tutto 
reali , o avendone  delle  immaginarie  , faranno  effe  in  nu- 
mero pari , ed  eguali  a due  a due  , con  la  fola  diverfità  , 
che  una  farà  pofitiva  , e l’altra  negativa;  imperciocché  ef- 
fendo  il  fecondo  termine  la  fomma  di  tutre  le  radici , fo 
l’equazione  à il  fecondo  termine  , quando  le  radici  imma. 
ginarie  non  fi  diftruggano  a due  a due  coi  fegni  contrarj, 
ia  elfo  coefficiente  vi  farà  necedàriamente  qualche  im ma- 
gi' 
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ginario  contro  il  fuppofto  ‘ fe  pòi  manca  il  fecondo  ter* 
mine  , appunto  egli  rton  può  mancare  , fe  non  quando  la 
fomma  delie  radici  pofitive  fia  eguale  alla  fornata  delle— 
negative  , e per  confeguenza  ancora  la  fomma  delle  ia*- 
maginarie  pofitnre  eguale  alla  fomma  delle  immaginarie» 
negitive  , cioè  fe  non  quando  effe  fi  diftruggano  nel  mo- 
do luddetto  . Le  equazioni  adunque  di  grado  difpari  ave- 
ranno  neCeffariamente  una  radice  per  lo  meno  reale  , e» 
quelle  di  grado  pari  potranno  averle  tutte  immaginarie^ . 
Medefimamenre  fi  difeorra  , per  la  fleffa  ragione  , delle 
radici  forde  ; vale  a diré , che  fe  l’equazione  non  averi 
termini  Tordi , o irrazionali,  le  di  lei  radici  o faranno  tut- 
te razionali,  o le  irrazionali  faranno  di  numero  pari  a due 
a due  eguali , ma  con  fegno  contrario  . 

1 5 1.  Vi  fono  delle  equazioni , che  anno  tutte  le  ra- 
dici pofitive,  dell’ altre , che  le  inno  tutte  negative,  e dell* 
altre  , che  ne  anno  e delle  pofitive  , e delle  negative,  fic- 
comc  ve  ne  fono  di  quelle  , che  le  anno  tutte  immagina- 
rie , altre  rotte  reali,  altre  finalmerite,  che  ne  anno  e del- 
le reali,  e delle  immaginarie . Diverfe  regole  fi  danno  da- 
gli Scrittoti  d’Algebra , per  conofeere  in  una  qualunque 
data  equazione  il  numero  delle  radici  pofitive  e negative, 
delle  reali , e delle  immaginarie  ; ma  perchè  quefie  rego- 
le , e le  loro  dimoflrazioni  fono  affai  compolìe  c proliffè, 
e di  pochiflìmo  ufo  , da  me  fi  tralafciano  , ballando  il  fa- 
pere  ; primo  , che  fe  tutte  le  radici  fono  negative  , faran- 
no politivi  tutti  i termini  dell’equazione  , imperciocché  ef- 
fe n- 
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fendo  politivi  in  quello  cafo  tutti  i termini  delle  equazia- 
ni  femplici , cioè  delle  radici  prefe  nel  fecondo  lignifica- 
to (num.  145.),  dalle  quali  s’intende  generata  la  propella, 
faranno  altresì  pofitivi  tutti  i prodotti  ; fecondo  , che  fe^, 
tutte  le  radici  fono  pofirive  , i termini  dell'equazione  fa- 
ranno alternativamente  pofitivi  , e negativi,  poiché  il  pri- 
mo termine  , cqm»  fi  Gippone  , già  farà  Tempre  pofitivo; 
g feconda  termine  , poiché  contiene  la  fpmma  di  tutte  le 
radici  ( le  quali  eflendo  pofitivc,  faranno  negative  nelle.» 
.equazioni  femplici  ) farà  negativo  j il  terzo  termine  conte- 
nendo gli  ambj  j cioè  prodotto  di  numero  pari , farà  pofi- 
tivo ; il  quarto  contenendo  i terni , cioè  prodotto  di  nu- 


mero djfpari , farà  negativo  , e cosi  di  mano  ip  mano  , e 
però  un*  equazione  comporta  alternativamente  di  legni 
pofitjvi  , e oegativj  ayerà  tutte  le  radici  pofitivc  . 

Quindi  fe  ì termini  di  un’  equazione  non  areranno 
tutti  it  fegno  pofitivo  , o non  areranno  alternativamente 
il  pofitivo  , e negativo,  vi  faranno  radici  pofitive,  e nega- 
tive . Altro  argomento  ficuro , che  l’equazione  contenga 
radtC»  pofitive,  e negative  , farà  quando  in  erta  manchi 
qualche  termine  , perchè  non  può  un  termine  mancare  , 
fe  non  diftruggendofi  con  i fegni  contrarj  i prodotti , da’ 
quali  è formato  , cioè  le  non  ellendovi  delle  radici  politi- 
le, e negative,.  Quella  notizia  potrà'fervire  per  fcegliere 
a fuo  luogo  fra  i molti  divifori  dell’  ultimo  termine  di  una 
formola , o equazione  quelli  , per  i quali  devefi  tentare^ 
la  divifione  ; perchè  fe  l’equazióne  averà  fole  ràdici  poli- 

• l-  i i . *è»  it . ’4t|  — - ’ 

‘ óve. 
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rive , farà  fupcrfluo  il  tentare  la  divifione  per  i divifori  pò* 
fitivi , e fe  avrà  fole  radici  negative , farà  fupcrfluo  il  ten- 
tarla per  i divifori  negativi;  e fi  dovrà  tentare  per  gli  uni, 
e per  gli  altri , quando  le  radici  fieno  pofitive  , e nega- 
tive . 

Tutto  ciò  però  s’intenda  detto  di  quelle  equazioni  , 
le  di  cui  radici  fono  tutte  reali , perchè  nel  cafo  delle  im- 
maginarie la  regola  non  i luogo  . Èd  in  fatti  fia  l’equazio- 
ne x’  + bxx  + aax  *■  aab—o  ,in  cui  ciafcun  termine  è affet- 
to dal  fegno  pofitivo  , c pure  le  radici  fono  una  pofitiva , 

e due  negative  , cioè  x—  — b reale  , ed  aa  im- 

maginarie . 

152.  Le  equazioni  del  terzo  , e quarto  grado  , nelle 
quali  manchi  il  fecondo  termine , fc  il  terzo  farà  affetto 
dal  fegno  pofitivo  , averanno  infallibilmente  delle  radici 
immaginarie,  perchè  , effendo  le  radici  tutte  reali , il  ter- 
zo termine  non  può  non  edere  affetto  dal  fegno  negativo; 
c la  ragione  fi  è , che  , parlando  in  primo  luogo  dello 
cubiche  , quando  in  effe  manchi  il  fecondo  termine,  la_. 
fomma  delle  radici  pofitive  è eguale  alla  fomma  delle  ne- 
gative , e però  o una  pofitiva  farà  eguale  a due  negative, 
o due  pofitive  eguali  alla  negativa  ; quindi  le  radici  fieno, 
per  efempio  , a , b , c — ct  o pure  ~ -t- c,  il  coef- 
ficiente del  terzo  termine  farà  ab— ac  — bc,  ma  deve  ede- 
re a +■  b — c nella  fuppofizionc  , che  manchi  il  fecondo 
termine  , adunque  farà  ac  maggiore  di  ab  , c perciò  ab  — 
ac — bc  quantità  negativa  . 
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Nelle  equazioni  poi  del  quarto  grado  poflono  eflere 
tre  le  radici  pofitive  , ed  una  negativa,  cioè  a , +-bt  +.  ct 
-di  poflono  eflere  tre  negative,  ed  una  pofitiva,  cioè  * 
— —by  — Cy  +-  di  poflono  eflere  due  negative  , • 

due  pofitive , cioè  — a,  -b,  4-c,  nel  primo,  e 
fecondo  cafo  il  coefficiente  del  terzo  termine  farà’<j£  .+  • 
ac  +-bc  ~ad  ~bd  —cd  -,  ma  per  la  fuppofizione  deve_.  • 
eflere  a-t-  b+-  c—dt  adunque  farà  ad  maggiore  di  ab , ci 
maggiore  diac,  bd  maggiore  di  bct  e però  ad +.  bdi  ci 
maggiore  di  ab  +■  ac  +-bcy  ed  in  confeguenza  il  terzo  ter- 
mine negativo.  Nel  ferzo  cafo  il  coefficiente  del  terzo 
termine  farà  ab—ac—bc—àd—bd^cdy  e deve  eflere 
a-h  b — c+'d. 

m 

Si  faccia  m=o-t‘Jb=c+ d , par^ 

mm  ~a+  b X.c  +-  d— ac +-  ad +•  bc.+-  bdt 
yim—a  4-  b -aa+-  zab  4-  bb  t 

mm—c+d  =cc+-2cd-b  ddf  e però 

ab  — mm  — gg  — bb, 

2 

cd  ~ mm  — cc  — -di , 

. c *+cd=mm  -Lgg—bb—cc—ddy  . dunque 

2 

mm  è maggiore  di  ab-t-cdy  dunque  ac  4-  ad  4-  bc  4-  bd 
è maggiore  di  ab-hedy  e però  il  coefficiente  del  terzo 
termine  negativo . 

GS  >53- 
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1 53.  Egli  è Tempre  in  nofira  mano  il  fare,  che  in-  * 
una  qualunque  equazione  tutte  le  radici  vere  o pofitive  • 
divengano  falfé  o negative  , e le  negative  divengano 
• pofitive  . Nulla  di  più  per  ciò  fare  fi  richiede,  che  cam-  • 
biarc  i fegni  a tutti  i termini , che  fono  in  ordine  pari , 

■ cioè  Al  fecondo , al  quarto , al  fedo  ec.,  la  ragione  fi  è, 
che  efiendo  il  fecondo  termine  la  fomma  di  tutte  le  radi- 
ci, in  cui  però  fono  le  negative  con  fegno  pofitivo,  e le 
pofitive  con  fegno  negativo,  come  chiaramente  fi  è ve- 
duto al  num.  145.  nel  formare  le  equazioni  compofte  dal 
prodotto  delle  femplici , mutandoci  fegni  fi  muteranno 
elle  pure;  gl’ altri  termini  in  ordipe  pari  fono  formati 
da  prodotti  di  numero  difpari  di ‘radici,  cioè  il  quarto 
da  terni  , il  ledo  da  cinquine  ec.  , quindi  fe  anno  elfi 
il  fegno  pofitivo  faranno  formati  *dal  prodotto  di  radici 
tutte  negative  , o da  numero  pari  di  radici  pofitive,  e 
numero  difpari  di  radici  neguive  ; e fe  inno  il  fegno 
negativo  faranno  formati  dal  prodotto  di  radici  tutte— 
pofitive,  o da  numero  pari  di  radici  negative  , e numero 
difpari  di  radici  pofitive  ; dunque  mutando  il  fegno  ai 
termini  pari , le  radici  pofitive  diverranno  negative,  ed 
all’oppofio . * • ' 

Rifpetto  ai  term;ni  difpari  in  órdine  ; efiendo  erti 
formati  da  prodotti  pari  di  radici  , fe  anno  il  fegno  pg- 

fitivo,  faranno  formati  o da  numero  pari  di  fole  radici  ne- 
* f • 
gativc,o  da  numero  pari  di  fole  radici  pofiiive  , o da  nu- 
mero 
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mero  parr  di  pofitive  , e pan.  di  negative  , quindi  mu- 
tandoli reciprocamente  quelle  , non  fi  muterà  il  fegno 
ad  elfi  termini  ; fe  poi  anno  il  fegno  negativo , faran- 
no formati  da  prodotto  di  numero  difpari  di  radaci  po- 
fitive in  numero  difpari  di  negative  , quindi  mutandoli 
pure  quelle  reciprocamente , ijon  fi  muterà  il  fegno  ad 
elfi  termini,  e però  fi  devino  lafciare  intatti . 

L’ equazione  x ’ 4-  axx  +-  abx  — abe  ■ 

+-  bxx — acx  -o  à tre  radici , 

_ . — cxx  — bcx 

due  fono  negative  , cioè  — a , — bt  o fia  x+  a = o , 
*4-4=0,  ed  una  pofitiva,  cioè  c,o  fia  x — c=o.  Mu- 
tando L fegni  a'  termini  in  ordine  pari  dell'equazione, 
farà  x 1 — axx  4-  abx  4-  abe 

— bxx  — atx  =0,  e le  radici  pofitive  fa- 

4-  cxx — bcx 

ranno  x — a— o,  x — b — 0;  ed  x+-c  = o la  negativa. 
Nè  jmporta,  che  alcun  termine  manchi , nel  qual  cafo 
fi  pone  la  llelletta  in  luogo  de'  termini  mancanti , e 
procede  la  ftelTa*regola  . Cosi  * nell’  equazione  x 1 * — - 
28#  4-  '48  = o,  le  di/:ui  radici  vere  fono  x — 2 = 0,# — 4=0, 
e la  falfa  *4^=0,  mutando  i fegni  ai  termini  pari  in 
ordine,  ftrà  x 1 * • — 28* — 48  = o#  le  di  cui  radici  falfe 
fono  4-  2 ~ o , *4*4  = 0,  e 4 vera  x — 6 = o . 

154.  Data  una  qualunque  equazione  , è facile  per 
mezzo  di  congrue  fofiituzioni  accrefccrc,o  diminuirò 

Gg  2 • ciaf- 
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ciafcuna  delle  di  lei  radici,  anco  non  cognita,  d’unti 
data  quantità,  cioè  trasformarla  in  un'altra  equazione, 
le  radici  della  quale  fieno  quelle  d.  Ila  propolla  accre- 
sciute 4 o diminuite  della  data  quantità-.  Si  ponga  eguale 
ad  una  nuova  incognita  la  incognita  dell’ equazione , 
aggiunta'  o fottratta  da  <;(Ta  la  data  quantità  , cioè  ag- 
giunta fe  per  erta  fi  vogliono  accrefciute  , e fottratta». 
fe  fi  vogliono  diminuite  . In  luogo  dcll’.incognita , e fuc 
poteflà  nell’equazione  propofla  fi  follituifca  il  fuo- valo- 
re dato  per  l’altra  incognita,  e per  la  collante  data-.; 
e nafeerà  un’altra  equazione  , le  di  cui  radici  faranno 
come  fi  cercano.  Sia  l’equazione  at*4-4v* — ipxx— 
106*. — 120=0,  le  di  cui  radici  fi  vogliano  accrefciu- 
te del  numero  3.  Si  faccia  #+3  =7,  e però  x—y — 3, 
xx— yy  — 67 +j,  x%—yl — 977  + 277 — 27,  x*  —y* — 
127*+.  5 yy, — 1.087+  81  5 adunque  facendo  le  fofiituzio- 
ni  in  luogo  della  x , e fue  potefià  nella  propofla  , fi  . 
trasformerà  elfa  in.  quell’ altra 

y* — 127’+  5477 — 1087  + 8r 
+ 4y‘  — 3677  + 1087- — 10?  * 

— tj>77+  1147—171  =0 

— 1067+318  ' 

— 120 

cioè  y*  — r-  87*  — 77  +-*£>/  = o , e dividendo  per  7 , 

7»  — 877 — 7+8  =0,  in  cui  è manifefio,  che  le  radi- 
ci faranno  maggiori  delle  radici  della  propofia,  quanto 

• * è 
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è il  numero  3,  perchè  fe  fi  è fatto  y—x  4-3,  adunque 
farà  y uguale  a ciafcun  valore  di  x accrefciuto  del  3 . 
E qui  fi  rifletta,  che  nell’accrefcere  in  quello  modo  le 
radici,  fi  accrefcono  di  quella  tale  quantità  le  pofitivc , 
ma  le  negative  fi  diminuilcono  della  ftefla  quantità,  per- 
chè aggiungendo  pofitivo  a negativo  , fe  il  negativo  è 
maggiore  del  pofitivo  , fi  fa  minore  pel  genere  fuo  di 
prima  , fe  è eguale  fi  fa  z^o  , fe  è minore  fi  rendo 
pofitivo;  quindi  nella  propolla  equazione  x+-*-4.v> — 
tpxx — icóx — 120  = 0 , le  di  cui  radici  ( le  quali  però 
non  fi  fanno  per  ora  ritrovare  coi  metodi  infegnati  ) fono 
+.5,  — 2,— 4,  — 3,  cioè  x—  5 = 0, *-»-  2=0, *4-4=0, 
*+3=0  una  vera  c tr^  falfe , avendo  io  voluto  accre- 
fcerle  del  numero  3,  nella  trasformata  y ’ — 8 yy — y+-8  = o 
dovranno  efiere+-  8,  +-  1 , — 1 ,cioèy  — 8 = 0,  — 1 =0, 
y + 1 = 0,  che  tali  appunto  fono,  ed  è zero  quella  che 
cqrrifpondercbbe  alla  quarta,  perchè  — 3 + 3=o^e  per 
quella  ragione  è di  fole  tre  dimenfioni  l'equazione  ridot- 
ta, febbene  di  quattro  la  propolla. 

All’oppollo  quando  fi  dirainuifeono  d'una  data  quan- 
tità le  radici  di  un'equazione,  per  la  fielTa  ragione  le  ne- 
gative crefcone  nel  genere  fuo  di  quella  quantità  , ma  le 
pofitive  poflòno  divenire  nulle  , fe  la  data  quantità  è a_. 
loro  uguale , e negative  s*è  di  loro  maggiore . Ntlla- 
flelTa  equazione  x 4 +-4*J  — ipxx  — le 6x  -—120  =0 
volendo  diminuire  del  numero  3 le  radici  , fi  ftc- 
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eia  * — 3 —y , e però  *=/4-  3 , xx  —yy  + dy  + p,  * ' = 
y'  + 9yy+  27y+i7t  *4=/4+- i2/J4- 547/4- 108/4-81  , 0 
però  fatte  le  foftituzioni,  farà  l’equazione 

/4  4-  i2/’4-  J4 yy+-  108/4-81 
4-4/*  4-3<5//  + 108/  4-  108 

— 19//— H4y  — 171  =0 

* — io6y  — 318 

.•  — 120 

cioè/ 4 4- 1 6y  ’•  4-  7 i/y — 4/  — 420=0,  e perchè  le  radici  della 
propofla  fono  5, — 2, — 3, — 4,  cioè  x — 5=0,  *4-2  = 0, 
*4-3=0, *4-4  = 0,  dovranno  edere  quelle  della  trasfor- 
• mata  2,  — 5,  — <5,  — 7,  cioè  / — 2 =0  , y+  5 =0 , 
/4- <5=o, /4-7=o,  che  tali  a*ppunto  fono. 

Sia  l’equazione  * 1 4-  c** — bbx — Wc=o  , e fi  vo- 
gliano accrefcere  della  data  quantità  3 le  di  lei  radici . Si 
facci^r4-  a—y,  e però  x—y — 3,  **=y/ — 2374-33, 
x * =/ ' — 33//  4-333/ — 3 • ; quindi  fatte  le  foftituzioni , farà 
1* equazione  /’  — 33)74-333/ — 3 5 

4-  cyy  — iacy  4-  aac  = o , 

— bby  4-  abb 
— bbc 

le  di  cui  radici  fono  maggiori  di  quelle  della  propofta_ , 
quanto  è la  quantità  a , ed  in  fatd  le  radici  di  quella  fono 
* — b—o  , *4-  & = o , *4-c  = o,  e di  quella  fono 
/ à4-  3=0 , / 4-  £ — 3=0,/ 4-  c —3=0. 

*55- 
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155.  In  (imi]  modo  fi  potrà,  data  un’equazione, 
trasformarla  in  un’altra,  le  di 'cui  radici  fieno  le  medefi- 
me  della  propolta,  ma  moltiplicatelo  divife  per  una— 
data  quantità,  per  efempio  /,  facendo  Ja  folKtuzione  di 
fx~y  (ellendo  x l’incognita  della  data  equazione)  fe  fi 
* vogliano  moltiplicate  , e facendo  x ~y  le  fi  vogliano 

• ’ ? 

divife  . Cosi  pure  fi  farà  x — gy  fe  fi  voglia , che  le  radici 

1 

della  trasformata  abbiano  a quelle  della  propolìa  la- 

ragione  di  / alla  g ; e faraflì  i/fx  — y fe  fi  voglia  , che 
fieno  medie,  proporzionali  tra  la  quantità  f,  e le  radici 
della  propolìa . Similmente  faraflì  x—  1 fe  fi  voglia—, 

y 

che  fienp  recìproche  ec. 

if 6.  La  ragione  di  quelle  regole  è chiara;  Imperoc- 
ché, prdo  il  primo  cafo,  cioè  quello  delle  radici  accre- 
feiute;  facendofi  la.  follituzione  di  x-t-a=y,  i valori  di 
jr. cavati  dall’equazione  trasformata  (aranno  eguali  ad 
a?  4-  4 , cioè  Eguali  ai  valori  della  propolla  accrefciuti  deU 
la  quantità  a ; c fimilmcnte  fi  difeorra  in  proporzione 
negl’ altri  cali.  • 

157.  Molti  fono  gli  ufi  , ^:he  fi  pollòno  fare  delle 
dette  follituzioni  ; uno  paò  edere  , che  fe , non  avendo 
noi  il  modo  di  riconofcere  , quali  fieno  le  radici  d’uni 
propolla  equazione  , trasformandola  in  alcuna  delle  ac- 
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ctìmite  maniere  fi  poteflero  ritrovare  le  radici  della— 
trasformata,  quelle  accrefciute,  o diminuite,  moltiplica-, 
te,  o divife  ec.,  per  la  quantità  collante  , fecondo,  la  fo- 
flituzione  fatta , farebbero  anche  le  radici  della  propolla . 

158.  Altro  ufo  farà  di  liberare  qualora  fi  vuole  dalle  # 
frazioni , e molte  volte  da’  focd^le  equazioni . E quanto 
alle  frazioni,  fi  faccia  l’incognita  dell’ equazione  eguale 
ad  una  nqova  incognita  divifa  per  la  minima  quantità  ; 
che  per  ciafcuno  de’  denominatori  de'  termini  dell’equa- 
zione fia  divifibile,  la  quale  nel  cafo  , che  elfi  denomi-' 
natori  -follerò  primi  tra  loro  , farà  il^  prodotto  de’  mc- 
defimi;  indi  fatte  le  foflituzioni  , e ridotti ’i  termini  al 
comune  denominatore,  fi  avrà  un’altra  equazione  libe- 
ra dalle  frazioni , le  di  cui  radici  faranno  quelle  della— 
propolla  moltiplicate  nella  quantità  , per  cui  è flata- 
divifa  la  nuova  incognita.  Sia  l’ equazione  y ' +■  ayy — 

’ ~rr 
aby^aab— o;  fi  faccia  y = z , yy  = zzt  y'ziz',  onde  farà 
T . 6 i6  . h* 

l’equazione  z x azz — ahz  +aab  = o,  e riducendo  al 
ai6  «X*4  5X4 

comune  denominatore,  farà  z’  +■  azz — 12  abz+-  21 6aab—o, 
le  di  cui  radici  divife  pe*  6 faranno  le  radici  della  pro- 
jpofia  . Sia  a? * — axx +■  aa x + af~o  . Si  faccia  x = z,  e 
k ci  • Tc d 

• fatt$ 

* . 
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fatti  Ih <o£litazioni , farà  la  trasfbfrtìita; azz  +- 

^ b'c'd'  b'ccTd 

aoz^al^  ^ ^ riducendo  al  comune  denominatore 

beed  d - * 

i • I » v t • 

farà  \ Ki  acdzz  ; aaMrdiiz  + J'b'c'dd=  oj  quindi  .fe  fi 
fappia  il  valore  di  z , ili  faprà  quello  di  x ancora  . Me- 
defimamentè  per  liberare  le  equazioni  da*  Tordi,  il  che 
fucccde  talora;  fi  ponga  la  incognita  eguale  ad  una  nuova 
incognita  divifa  per  1*  radicale,  e fi  facciano'  le  fofiitu-- 
zioni . Sia  l' equazione  * 1 — **  3 +-  i6x  — 8 = o . Si5 

r . *7  fp% 

faccia  x — _zj_{  e fieri  xx^z  zz  , x 1 = z » , e fatte  le 

3 7^3 

fofiituzioni , farà — zzvj+.  2dz  — 8 =0,  e_, 

3^3  3 ' 27^3  27^3 

moltiplicando  per  3 ^ j,:farà V — 3zz4-  *Sz  — 8 =0, 

"■  1:0  ii  i ci  «:*>  v/;  D.uèjrj-:  ‘p’-.j’  A ‘ 

e finalmente  liberando  dalle  frazioni  nella  fùddetta  manie- 
ra col  fare  z = yj  ovvero  z ±j_t  che  in  quello  cafo 

9 " .00;:  *: 

riefce  pm  brevemente,  farà  l'equazione  yf+r 

*4-°  \ E Perc^  per  la  prima  fofiituzione  è * z , 

• • 1 li  1^3 

e per  la  feconda » i&rà  x • :r  y , cioè  il  valore  della 

1 ^ ..i  3 lì  t JKJ  • 

a?  fara  eguale  al  valore  della y divifo  per  3.^3. 

H h Sia 


*4*  INSTI  TU  ZIO  NI 

Sia  »♦— *'  ynn  + pxx  yn — qx  +•  r cso;  <1  fac- 

A'» 

eia  x = J[_»  e però  xx—yyt  x ’ =/* , x*  = 7*,  C* 

” //«n  ».  «V/» 

* . 'J  » . * * : -1.  • ..  - W , 

fatte  le  foftituzioni,  farà  y*  — y*  j/wn-pyy  yn — qy  + 

»//»  » ynn  yH  ; 

*•  -o  t c moltiplicando  per  » yn  , farà  — »/’■«• 

wpyy — nqy*-  rn~o.  Se  fi  voglia  oflèrvare  la  legge  degl* 
omogenei , fi  libereranno  dai  radicali  le  equazioni,  ma— 
nafeeranno  delle  frazioni,  che  dovranno  ridurli,  come  il 
è detto  . 

ijp.  Poiché  levando  i radicali  per  mezzo  dell’ ac- 
cennata fofiituzione  nuli* altro  fi  fa,  che  moltiplicare  le 
"radici  dell’equazione  per  efiò  radicale,  è facile  il  cono- 
feere , che  le  il  radicale  farà  quadratico  , per  éfempio 
Kb,  bifognerà,  acciò  polla  toglierli  dall’equazione  , che 
il  fecondo  termine  dell’  equazione  propolla  contenga— 
Kb,  perchè  efiendo  egli  il  completo  di  tutte  le  radici 
dell’equazione,  fi  verrà  a moltiplicare  per  Kb;  conver- 
rà , che  il  terzo  non  contenga  K n , perchè  efiendo  egli 
il  completo  degl’ambj  de’  valori  o radici  dell’equazio- 
ne , fi  verrà  a moltiplicare  per  il  quadrato  di  K»  ; cosi 
converrà,  che  il  quarto  contenga  M»',  perchè  efiendo 

il 
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il  eompleflò  di  tutti  i terni  verrà  in  conleguenza  a molti- 
plicarli per  wi/j*  ; Converrà,  che  il  quinto  non  contenga 
erto  radicale,  e così  alternativamente.  Per  la  fletta  ragio- 
ne , fe  il  radicale  da  toglierli  folle  yn  , bifognerà  , che 

nel  fecondo  termine  dell’  equazione  propolla  li  trovi 
ynnt  nel  terzo  ynt  in  neffun  modo  nel  quarto,  ynn 

nel  quinto,  'yn  nel  fello,  in  nellun  modo  nel  fettirno  ec. 

In  proporzione  fi  djfcorra  de*  radicali  di  altro  indice . 

itfo.  Per  mezzo  di  quelle  folìituzioni  fi  potrà  puro 
levare  il  fecondo  termine  da  qualunque  equazione  , e ciò 
ponendo  la  incognita  eguale  ad  una  nuova  incognita,  ag- 
giunto , o fottratto  il  coefficiente  del  fecondo  termine  di- 
vifo  per  il  grado  dell’equazione  data,  cioè  aggiunto  , fe- 
elio  fecondo  termine  a il  fegno  negativo,  e fottratto  , fo 
i il  fegno  pofitivo  . Sia  l’equazione  xx+ax — bbzz  o, 
fi  faccia  x = z — a,  e fatte  le  folìituzioni  , farà 


zz  — az+-aa 

- • t 

4 

+■  az — aa  ~o, 

—bb 


u 


cioè  zz  • — aa=o  , o fia  zz-aa-^bb,  onde  fi  vede-  * 
— bb  4 

come  tutte  le  equazioni  di  quadratica  affetta  fi  poffono  in 

Hh  * que- 
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quello  modo  più  fpeditamentc  rifolvere  di  quello , che  G è 
u lato  al  num.  74.  ; fottratto  pertanto  { a dal  valore  di  z, 
averalfi  il  valore  delia  x . 

Sia  x'  + bxx — abx — a'—o.  Si  ponga  x—z — by 

• - 1 •’ 

e però  fatte  le  foflituzioni,  farà  z»  • — 

' \ 1 *7 

. — abz  +-  abb  =0; 

~T 

» — a * 

quindi  levato  b dal  valore  di  z,  averafli  il  valore  della  x. 
~ 

Sia  l’equazione  x* — ux'  4-  ìaaxx — 2 alx  4-<j4=:o. 

— ccxx 

Fatta  x—z+-  cioè  x—z*-a  , e fatte  le  foflituzioni , 

farà  1‘ equazione  z*  * +»  JLaazz — a'z  -*-53* 

* i(!  !zo. 

-,  — cczz — accz — aacc  . i 

4 

E però  aggiunto  ~a  al  valore  di  z , averafli  il  valo- 
re di  x . 

j6t.  Similmente  fi  potrà  levare  il  terzo  termine.» 
dalle  equazioni  nel  feguente  modo  . Sia  l’equazione^ 
ar4 — ^axv^-  ^aaxxì — 5 a* x — -2.1*— o t filaccia  x~y—è 
(la  h è un’indeterminata  da  fiflarfi)  c fatte  le  foflituzioni, 

. ' farà 


t;l  •*. 


t ri  H 
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farà  y * — qhy*  ■*-6hlyy — 4 b’y-t-h* 

— 3 ay  * 4-  pahyy  — pabby  +-  3 ah  ' 

3 a lyy  — 6aaby  +-  3 aabh  — o . 

— ya  *y  +-  ya  ' b 
. —2  a* 

• v 

Ma  acciò  che  in  quella  equazione  forte  nullo  il  terzo  ter- 
mine bilognerebbe  , che  forte  6hb  +■  pib  4-  3^3=0,  cioè 
bb+-  ^ab-t-aa-o,  e pelò  b — — 33 +:  j,  dal  che  s’irupa- 
11  44 

ra  a conofcere , che  la  follituzione  da  fard  in  luogo  di 
y — b doveva  ertere  ^4-3,0  pure  y 4-  3,  come  di  fatto  si 

X 

l’una,  come  l’altra  ci  toglie  il  terzo  termine  , dandoci  la 
prima  y*  — ay*  * — i*a'y — 6ja+  =0  , e la  feconda-. 

■ •’  4 16 

y*+-ay * * — 4‘J'^ — <Sj+=:o. 

Con  tale  artifizio  fi  conofce , che  per  togliere  il  fe- 
condo termine  fi  devono  fare  le  foftituzioni , che  fi  fono 
praticate  al  num.  160. 

\6z.  Che  fe  un’equazione,  in  cui  maochi.il  fecondo 
tetmine,  fi  vorrà  trasformare  in  un’altra,  in  cui  manchi 
il  penultimo,  baderà  fare  la  fofiituzione  di  una  qualunque 
collante  divifa  per  una  nuova  incognita  in  luogo  dell’in- 
cognita della  data  equazione . Sia  pertanto  *>♦  * +-aaxx — 
rt'x  4-  a*—o.  Si  faccia  x — aa^  farà  a*  4-  a*  — a*  +-a*~ o, 

y y*  yy  y 

e ri- 
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e riducendo  al  comune  denominatore  , e dividendo  per 
a4,  farà^4 — ay' +■  atyy  * + a4=: o.  Se  nella  follituzio- 
ne  x—aa  in  luogo  della  collante  a avelli  prefa  un’altra 
y 

qualunque  , avrei  ottenuto  il  mede  fimo  intento  , ma— 
l’equazione  trasformata  avrebbe  avuto  delle  frazioni. 

iSi,.  Che  fe  nella  proporta  equazione  non  manca— 
il  fecondo  termine,  ma  bensi  il  terzo,  o quarto  ec.,  fi 
potrà  col  medefimo  metodo  fare  fparirc  quello  , che— 
dall’  ultimo  è egualmente  dirtante  , come  quello  , che 
manca , lo  è dal  primo  . 

164.  Ed  all’opporto  mancando  nell’equazione  uno, 
o più  termini , fi  potrà  fempre  renderla  compita  , fa- 
cendo una  nuova  incognita  più  , o meno  una  qualun- 
que cortante  eguale  all’incognita  dell’equazione  , e la- 
trasformata  avrà  tutti  i termini . Se  di  più  fi  volefle , 
che  la  trasformata  forte  di  grado  fuperiore  , fi  moltipli- 
chi ciafcun  termine  della  propofta  per  tanta  poteflà 
dell’  incognita  , per  quanta  fi  vuole  , che  crefca  il  gra- 
do , indi  fi  faccia  la  rterta  foftituzione  . Cosi  fe  , data— 
l’equazione  x 4 — <j4  = o,  fi  volefle  mutata  in  un’altra— 
compita  , e del  fefto  grado  , farebbe!!  x‘  — a* xx— o , 
indi  la  foftituzione  indicata,  cioè  x = t± a ( intendendo 
per  a qualunque  fi  voglia  collante  ) ed  avrebbefi  f equa- 
zione , che  fi  cerca  , ommettendofi  ora  il  calcolo  per 
brevità  . 

léj. 
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1 <T$.  Ridottele  equazioni  in  maniera,  che  abbiano 
il  maflimo  termine  pofitivo  , e fenza  coefficienti , che 
fieno  libere  da  frazioni , e fordi , e paragonate  al  zero  ; 
prima  di  giudicare,  che  il  problema  fia  di  quel  grado, 
di  cui  è l'equazione  , bifogna  vedere  , fc  ella  abbia», 
divifori  di  una  , di  due  , o di  più  dimenfioni , per 
quali  divifa  fi  riduca  a grado  inferiore  ; imperciocché 
del  grado  della  ridotta  è propriamente  il  problema  , c 
non  della  prima  . Un’equazione  cubica,  fe  abbia  un  di- 
viforc  di  una  dimenfione  , per  elTo  divifa  fi  riduce  a_. 
due  dimenfioni , c le  due  radici  di  quella  , che  fi  ave- 
ranno  per  le  regole  de'  numeri  73.,  c 74.,  ed  il  divifo- 
re  faranno  le  tre  radici  della  propofia  , quindi  il  pro- 
blema , che  a tale  equazione  ci  à portati  non  è cubico , 
ma  piano  , e fi  potrà  cofiruire  colla  fola  Regola  , 
Compajfo  , cioè  con  rette  linee,  e circoli . Un’equazione 
del  quarto  grado  fe  abbia  due  divifori  di  una  diraen- 
fione  , per  effi  divifa  fi  ridurrà  a due  dimenfioni , le 
radici  della  quale  con  i due  divifori  faranno  le  quattro 
radici  della  propofia  , e però  il  problema  farà  piano  ; 
nello  fieflò  modo , fe  abbia  un  divifore  di  due  dimen- 
fioni , un’altro  di  due  dimenfioni  farà  il  quoziente  , le 
di  cui  radici  con  le  radici  del  divifore  faranno  le  quat- 
tro della  propofia  , e però  piano  il  problema  . Se  poi 
avrà  un  folo  divifore  di  una  dimenfione  , la  ridotta», 
farà  di  tre,  ed  il  problema  farà  bensì  folido  , ma  del 

terzo 
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terzo  grado , e non  del  quarto  , come  appariva . Un’ 
equazione  del  quinto  grado , fe  avrà  tre  divifori  di  una 
dimenfione  , o uno  di  una  , ed  uno  di  due  ( che  è lo 
fieflo  cafo  come  fe  ne  avelie  due  di  due  dimenfioni  , 
perchè  necdTariamente  ne  averebbe  anche  uno  di  una) 
fi  ridurrà  a due  dimcniioni  , e però  fi.  potranno  avere 
le  cinque  radici  , ed  il  problema  farà  piano  ; fe  ne  ab- 
bia un  folo  di  una  dimenfione  fi  ridurrà  al  quarto  gra- 
do , c del  quarto  grado  farà  il  problema  ; fe  ne  avrà 
due  di  una , o uno  di  due  , fi  ridurrà  al  terzo  grado , 
ed  il  problema  farà  del  terzo  grado  : in  fimil  modo  fi 
difeorra  dell*  altre  . La  maniera  di  ritrovare  i divifori  di  * 
una  dimenfione  è fiata  infegnata  al  num.  y 6. 

1 66.  Ma  oltre  a quelli , ficcome  pofiòno  avere  le  equa- 

zioni dei  divifori  di  due,  e più  dimenfioni,  si  razionali,  co- 
me irrazionali,  con- eflì  in  fimil  modo  operando,  e 
nella  fletta  maniera  decorrendo,  devefi  remare  la  divi- 
fione  deir  equazione  propofia  , quando  però  fiafi  prova- 
ra prima  la  divifione  per  i divifori  di  una  dimenfione, 
il  che  genialmente  devefi  femprc  premettere  , qualun- 
que fiafi  l’equazione  . • - . v i 

167.  La  maniera  di  ritrovare  quelli  divifori  per  le 
equazioni  del  quarto  grado  può  ettcre  la  feguente  ; giac- 
che quelle  del  terzo , o fonò  irriducibili , o fi  poflono  ri- 
durre per  un  divifore  lineare  razionale  , per  edere  efie 
( come  fi  fuppone  ) libere  da’  radicali  J 

Sup- 
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Supporto  , che  l'equazione  del  quirto  gradò  fia-* 
per  i divifori  d'ima  fola  dimenfione  irriducibile  , fi  tol- 
ga da  erta  il  fecondo  termine,  ( nutn.  160.  ) e nafca_., 
per efem pio, liquazione*4  * —ìjaaxx—zoa’je-róa'zia. 
Si  fu p ponga  quella  eguale  al  prodotto  di  due  del  fecon- 
do grado,  cioè  di  **+.  xy  +-z=o,  e di  xx — Xy  +-0=0, 
nelle  quali  le  y,  z , « fono  indeterminate  da  Affarli  nel 
progrelTo , e le  «,  z pofiòno  avere  qualunque  fegno  ; 
il  prodotto  farà  ..  *♦  #>***  ; , 

— yyxx  — yzx  +■  uz  ~o  , 

+ uxx  +-  uyv -, ...  • -j . 
quindi  fi  paragoni  termine  per  termine  quella  equazione 
colla  proporta  ; e dal  paragone  de’  terzi  termini  fi  rica- 
va  * — — +■  yy  — U i dal  paragone  de'  quarti 

u— — ìoa 1 -4-  z,  e ponendo  in  luogo  di  z il  valore  già  ri- 

. , ’ 

‘trovato  a fine  d'avere  la  u data  folo  per  la  y , e per  le-» 
note,  farà  u — — 20,7  1 — 1 "jaa 4- y y , e ponendo  quello 

iy  x x 

valore  di  « nell' equazione  z-~—\jaa^-yy — w,  averalfi 

— ^7^4-  yy.»-  ioa1  ; dal  paragone  degl’ ultimi  terna. 
. •*  ; ;;  * *y:  ..  i 

ni  fi  ricava  «z=— «fa4,  e ponendo  in  luogo  di  z,  e di  « 
i fuoi  valori  dati  per  la  fola  y>  c per  le  note  , farà 
* a8p<*4  — 34 ™yy  —400^* +7^ = — * 0 4 ,cioè  riducendo  al  co- 
4 4 m 4 

mune  denominatore,^ 4 — 3 4,3^ 4 -h  28p<34^y — 400.»*  _ 

+*  24 a*yy  * 

I * * cqua- 
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equazione  trasformata , che  fi  può  confiderare  come  del 
terzo  grado,  per  non  elfervi  nè  y‘,  nèy',  nè  y . In-- 
quell’equazione  fi  ritrovino  i diviiori  dell’ ultimo  termine; 
c perchè,  lebbene  ella  è del  fedo  grado,  pure  fi  confi- 
derà, come  del  terzo  , fi  tenti  fe  fia  divifibile  per  yv  + 
quelli  diviiori , tra  quali  fi  Iceglieranno  quelli  foli  di  due 
dimenfioni,  come  è chiaro  ; e fi  ritroverà  , che  è divi- 
sìbile per  yy — i6aa~o  t adunque  farà  yfzz\6aa  , ed 
y=ì4J.  Nelle  equazioni  u— — zoa*-*-  vyacu-yy  ,•  e_» 

'*  ty  * i 

zzilo  a'  — ijaa-i-yy  , fofiituito  il  valore  di  /=4<j,  avralfi 

or.  *y;,J  1 1 '*  ■ 

uzi^r-^aày  ziziaa-,  adunque  le  due  equazioni  fulfidiarie 
xx  +•  xy-t-Z—O  y xx  — xy  *-u  — o dovranno  elfere  xx  +■ 
qa x -h  iaaziOy  e xx  — qax — 3 aa~o  , nelle  quali 'fi  ri- 
folve  l’equazione  x*  * — xjaaxx^ zoa' x — 6a*  —o  , 
fe  per  una  dì  elfe  fi  divida . 

Ma  le  radici  di  quelle  fono  (nu.74.)  x— — la— 

per  la  prima,  ed  x ~ ia±.vyaa  per  la  feconda,  dunque 
fono  anche  le  radici  dell’equazione  i7avxx  ce*, 
e tutte  quattro  reali,  una  pofuiva,  c tre  negative  . 

Se  l’equazione  trasformata  non  avelie  divifore  alcu- 
no, non  occorrerebbe  cercare  altro  in  quello  cafo,  perchè 
nè.  meno  ne  a ver  ebbe  la  propella.  ^ 'r  " 

Quantunque  nel  valore  della  y fi  abbia  y = ±40  , 

pure  ò fatto  ùfo  del  folo  fogno  pofitivo,  perchè  è affatto 

\ • - “ 

m- 
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indifferente  li  fervirfi  del  pofitivo,o  del  negativo,  effen- 
do  l’efito  dell’operazione  lo  fleffo  nell’uno,  e nell'altro 
cafo  . In  fatti  fi  ponga^:= — 47,  farà  u—zaat  z — —^ aat 
c le  due  equazioni  le  fteffe  di  prima,  cioè  xx — 4.7*  — 
3 ,7J — o , xx  4~  4-7A?  + 2:7a  = o; 

Sia  l’equazione  x4 — sjx*  +•  ìaaxx  — za' x +■  a4  ero; 

— ccxx 

togliendo  il  fecondo  termine  colla  foftituzione  x — z+-  a , 

». 

fi  muterà  in  z4  * +-  aazz  — a1  z +-  fa*  = o . 

*"  « 

— cczz — accz — aacc 

4 

Facendo  per  tanto  il  paragone  di  quella  con  l’equazione 

z4  * 4 -uzz — pyz-t-pu  = o , che  è il  prodotto  delle  due 

— vyzz  4-  uyz  - 

4-  pzz 

zz  -*-yz  4-p—OyZZ  — yz  4-  u — o ; al  folito  dal  paragone  de* 
terzi  termini  areremo  p zz yy  — u 4-  aa  — cc,  dal  paragone  de’ 


quarti  u—p  — a 1 — acc , cioè , porto  in  luogo  di  p il  fuo  valo- 

y . * - ■ 

re,  u — yy  4-  aa — cc — a 1 — acc ,cperò  p zzyy  +-aa — cc  4- 

p 4 * *y  * ~ì~  ~ 

a*  +■  acc,  e finalmente  dal  paragone  degl'  ultimi  termini  ave- 

remo  pu  = fa* — aacc,  cioè,  porti  i valori  di  p , e di  u, 

16  4 • : 


li  2 


y‘ 
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y*+-aay 4 — a*yy—a* 

— xccy 4 ■+- c *yy  — 2 a*cc  zzo  . 

— aac 4 

Ora  i divifori  dell’ultimo  termine,  intendendo  di 
due  dimenfioni , fono  aa , ed  aa  +•  cc , e la  divifione  fuc- 
cede  per  » — — cc- o , adunque  farà  yyzzaa-t-cc,  ed 

jr  — +;  y'aa  -4-  cc , e però  U—T,  aa — a 1 — acct  p = 3 aa  -t-a'  + acc, 

4 2 f c ^ l^«4*cC 

c le  due  equazioni  zz+~yz+- p — o , e zi — yz+-u  — o 


faranno  zz  +-  z k"  aa  +-  cc  +-  3 aa  +•  a 1 +-  acc  — o , 

4 2/w^.ff 


zz — z ^aa*-cc  +•  $aa — a’ — acc  zzo  , 

4 


2V 


««+.  ee 


cioè 


zz z 1/ aa -t- cc +-  3 aa  +• aU' aa-t-cc  = ot 
4 * 


zz 


— Z v aa  4-  cc  +■  1aa — a V aa+-  cc  — o , 


T — 

c quali  due  equazioni  vifolute  ci  danno  i quattro  valori 
z~ — -^  | /aa*-cc±.  ^ — aa*-  cc  — ja^aa-hee 

rifpetto  alla  prima  ; 


e z zz  aa +•  cc  iz  y — aa  -h  cc.+-  ~ * 1/  aa  -h  cc 

~ 4 

rifpetto  alla  feconda  ; 

c pcr- 
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e perchè  effe  fono  i divifori  dell'equazione 

z*  * +■  aazz — a'ti-fa* 

Ts.  = o , 

— cczz — accz — aacc 

■ ; ~+~ 

\ - - 

le  fuddette  radici  faranno  pure  quelle  della  fteffa  equa- 
zione; ed  cffendò  (lata  fatta  la  foflituzionc  di  x=ut  +.  z , 

f.'  i 'C  • * «.  ? ■ , < j.  . • i j, 

faranno  * ~ i a — ~ ^ ’££+-ff—  -1 . * 

i * 4 1 * 

• : - * • ■ — — ~ 

._  * = ]-«+  7 f/aa+.cc±  oAjr-etjr,  ’-a^at  + cc  , 

( 1 V '■  " 1 4 

che  fono  i quattro  valori  dell’equazione  propofta 

x *—iaxl  + ìaaxx  — ìa'x+a*  —o. 

■ , • . * ~ — tcxx 

i6B.  Ma  fi  può  formare  un  canone,  o fia  formola 
generale  si  per  l’equazione  trasformata,  come  per  le  due 
fuffidiarie  xx  +-yx  •*-  z = o , xx — yx o , che  fi  affu- 
mono  a fine  di  avere  i divifori , alle  quali  forinole  rappor- 
tarli univerfalmente,  qualunque  fiafi  l'equazione  del  quar- 
to grado,  a cui  manchi,  o fia  tolto  il  fecondo  termino. 
Sia  adunque  l’equazione  generale  x*  * ±pxx±.qx  + r~o. 
Prefe  le  due  fuffidiarie  xx  +•  yx  +■  z = o , xx  — yx  +■  u — o, 

e fattone  il  prodotto  *4  * +-  zxx 

— yyxx  — yzx  t~az  = o ; 

4-  uxx  +-  uyx 


fi 
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fi  paragoni  termine  per  termine  colla  proporta , e dal 
paragone  de’  terzi  termini  troverà®  z=izp^yy — u ; dal 
paragone  de*  quarti  «=z±:j_,  e fortituito  in  luogo  di 

y 

z il  fuo  valore  , farà  a = ±_p +-yy  ± qj  cioè  4-p  fc 

nella  proporta  il  terzo  termine  è pofitivo,  e — p fe  è ne- 
gativo ; e cosi  nello  rtertò  modo  4-  q fe  è pofitivo  il  quar- 
to, e — q fe  è negativo;  e quello  pollo  in  luogo  di  u 
nel  primo  paragone,  averaflì  z = ±_£-n_yv Tj_',  cioè  4- p 

% x %y 

fe  è pofitivo  il  terzo  termine  della  proporta,  c — p fe  è 
negativo;  e per  l’oppollo  — q fe  è pofitivo  il  quarto,  e 
+ q fe  è negativo  ; dal  paragone  degl’  ultimi  troverà® 

zu-izr  , cioè  ±jpj-yy  2:  gX~  P_+  yy  4 -g  — ±r  , e 

, • 1 1 jy  i i »y 

facendo  l’  attuale  moltiplicazione  , e riducendo  al  comune 

denominatore,  y‘±:zpy++-  ppyy—qq  =0  , equazione., 

tpW 

trasformata,  che  può  dii  fi  cubica,  nella  quale  farà  4-2 p 
fe  il  terzo  termine  della  proporta  fia  pofitivo,  e — zp  fe 
.fia  negativo;  e lari  — 4r  fe  l’ultimo  della  propolla  fia 
pofitivo  , c 4-4r  fe  fia  negativo.  Se  nelle  due  equazio- 
ni fu®diarie  xx  +-yx  4-  z=o  , xx — yx*-u  = o in  luogo 
di  z , ed  u fi  porranno  i valori  di  fopra  ritrovati , fa- 

ran- 
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ranno  effe  xx  + yx±  p +■  yy  qr  q =0,  ed  xx — yx  +7 


v 


p -t-yy  ±L  q — o,  quindi  fe  l’equazione  trasformata  farà 
*T  * xy  y>i 


divifibilo  per  yy  ±;  un  divìfore  di  due  dimenfioni'  dcU* 
ultimo  termine,  avraffi  il  valore  della  y , che  fortituico 
nelle  due  xx  yx±:  p -t-yv+L  q acoy  xx — yx iz  p 

’ » “ 2 7 * S. 

yy  ±?  q zzo  , ci  fomminiiìrerà  i divifori  della  propoli*- 

x*  * iipxx±  qx±r  e fe  Ifi  trasformata  non  farà 
divilibile  , nè  meno  Io  farà  la  proporti. 

Sia  1*  equazione  x 4 * ■^r-$.'iaxX-u;$a  ' x +■  jja4  = o ; 
riferendo  quella  alla  canonica  x 4 * Hpxx±_qx±zr  =0, 
farà  pzzqaa,  q — 8jj,  r = e però  la  trasformata  farà 


y* — Bajy* +-  i6a*yy-r-64at , ^o, 

— 14OJ  *yy  .*  r 

cioè  y*  — 8 aay* — i24<j4^y — 6^a*  =o  9 e le  due  fuffidia- 
ric  faranno  xx  +-yx — 2aa+-  yy  +-  44  » =0  , xx — yx  — 

» ~~y~ 

•2oa+~yy — 44’  =0  ; ma  poiché  la  trasformata  ( ritrovati 

r y '/  . . v ... 

i divifori  dell’ultimo  termine)  è divisibile  per  yy — i6aat 

averemo  yy~  1 taa  , ed  y~ 44  , i quali  valori  follituiti 
nelle  due  fuffidiarie  daranno  xx  +■  4 ax  +•  7 aa  —o  , 
xx  — ^ax  +-  jaa~o,  che  fono  i divilori  della  propolla— 
.v4  * — 4 aaxx — 8<j'.v+-  35a4  = o , le.  di  cui  quattro  ra- 


dici 
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dici  x — — 2.i ± 1/ — jaa  , #=23±;  — aa  tutte  im- 
maginarie. -,  . , . # . . - • - 

169.  Alle  volte  il  folo  togliere  dall’  equazione  il  fe- 
condo termine  bada  per  ridurla  ad  cflere  piana,  e cosi 
rifparmiarc  tutte  l' altre  operazioni.  Tale  farebbe,  per 

efempio,  l’equazione  x 4 +■  2 ex  * — ìacxx — 2 aacx — aaec—o , 

+~CCXM 

la  quale , giacché  non  è riducibile  per  alcun  divifore  dell' 
ultimo  termine , togliendo  il  fecondo  termine  col  fare 
x—y — c , fi  muta  in  queda 

% 

y 4 * — zaayy  * -<-c4 

1 6 — O, 

— ccyy  — aacc 

i * 

quadratica  afletta  , le  di  cui  radici  diminuite  della  quanti- 
tà c , per  la  fodituzione  x—y — £,  faranno  quelle  della 

t \ * 

propoda . . f , . > . , j 

170.  Efigge  quedo  metodo  , che  fi  tolga  dall’equa- 
zione il  fecondo  termine  , nè  fi  edende  oltre  le  equazioni 
del  quarto  grado  ; eccone  adunque  un’altro  , che  non  ob- 
bliga a levare  termine  alcuno  , c può  applicarli  tanto  alle 
equazioni  del  quarto  grado , come  a quelle  del  quinto  , e 
fedo,  e talora  a quelle  di  grado  fuperiore  ancora . Sia  l’equa- 
zione x'^-ax'  +-aaxx — aabx  — a'b  = o , 


Digitized  by  Google 


ANALITICHE.  257 

fi  prendano  due  equazioni  fuflidiarie  del  fecondo  grado 
xx  -t-yx-b  u — Oy  xx  -t-fx  4-  z = o,  nelle  quali  le  y , «,/, 
z fono  indeterminate  da  Aliarli  nel  progrelTo  , e le  ne 

faccia  il  prodotto  x*  +-  yx'  +■  uxx  + uf x+- zu 
i -t-fx  ' +•  fyxx  +■  zyx  ~ o , 

+•  zxx 

che  fi  paragoni  termine  per  termine  con  l’equazione-, 
propofla  . Dal  paragone  de’  fecondi  termini  troverafli 
f—a — y;  dal  paragone  dcgl’ultimi  z— — a'b  ; ei. 

Il 

dal  paragone  de’  quarti  yz -t-  fu  — — aabt  e follituendo 
in  luogo  di  /,  e di  z i fuoi  valori  a — yy  — a'b  a_. 

Il 

fine  di  avere  un’equazione  efprefla  con  le  fole  y , u t 
e le  cognite,  farà  y—auinr  aabu.  E perchè  fi  è trovato 

uu  + a'b 

dal  paragone  degl’ ultimi  termini  zu— — a'b,  dovrà  ef- 
fere  u un  divifore  di  — a'b\  adunque  fi  trovino  i divi- 
fori  di  due  dimenfioni  di  — a'b  ( giacché  quelli  di  una , 
c di  tre  non  fervono,  per  elTere  le  equazioni  fuflidiarie 
del  fecondo  grado  ) che  fono  ±.abt  ±.aa.  Si  cpminci  a 
prendere  in  luogo  di  u uno  dei  divifori  , per  efempio 
ab  , che  fofiituito  nell’equazione  y — auu  +■  aabu  , ci  dà 

uu  + a'b 

y — zaby  quindi  polli  quelli  valori  di  y t e di  u nell’equazio- 

<■  -t-  4 

ne  fuffidiaria  xx-h-yx+L «=o,farà  elTa  xx  +•  zabx  +-ab—o, 

• 4-  4 ' 

Kk  c 
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e per  effa  fi  tenti  la  divifione  dell’  equazione  pro- 
pofla , c fe  quella  fucceda  , farà  xx-*-i abx  + ab  — o 

7+T 

un  divifore  , ed  il  quoziente  l'altro  ; ma  poiché  non_. 
fuccede  la  divifione  , fi  tenti  , prendendo  in  luogo 
di  u l'altro  divifore  —ab  dell'ultimo  termine,  e farà 
yno , e però  l'equazione  fuflìdiaria  xx  -*~yx  +•  u— o farà 
xx  — ab— o,  per  cui  divifa  la  propofla,  fuccede  cfatta_. 
la  divifione  dandoci  di  quoziente  xx  ■+•  ax  +-  aa—o  ; adun- 
que i divifori  dell’equazione  propofla  x**-ax‘+-  aaxx — 

— abxx 

aabx  — a*  b 3=o  fono  xx  — ab— o,  xx  ■*-  ax  +-aa  — o.  1 

Anche  prendendo  in  luogo  di  u il  divifore  aa  dell* 
ultimo  termine  , per  cui  fi  trova  y-a  , e l’equazione- 
fuflìdiaria  xx  + ax  + aa=Q  , fuccede  la  divifione  dandoci 
di  quoziente  xx — ab— o,  cioè  gli  fleffi  divifori  di  prima. 

Che  fe  provati  tutti  i divifori  dell’  ultimo  termine  in 
luogo  di  u,  per  neffuno  fuccede  l'operazione,  l’equa- 
zione propofla  non  può , almeno  con  queflo  metodo  , ab- 
bafTarfi,  ed  il  problema  rimane  di  quel  grado  , che  rao- 
flra  I*  equazione . 

Ma  fenza  tentare  la  divifione , fi  potrebbe  anco 
prefo  in  luogo  di  u ciafeuno  de1  divifori  di  due  dimen- 
fioni  dell’ultimo  termine  , ed  i corrifpondenti  valori  di 
y,  f,  z , foflituirli  in  luogo  loro  nelle  formole  fuffidia- 
rie  xx-t-  yx  +-u—o,  xx+-/x+-  z—o  ; e fe  il  prodotto  di 
quelle  ci  darà  l’equazione  propofla,  faranno  effe  i divi- 

- ' fori 
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fori  cercati.  Così  prefo  in  luogo  di  « il  divi  (ore  — - ab , fi  à 
>=o,  eperò/=<j,  z—aat  e le  due  equazioni  fuffidiaric 
faranno  xx — <ab~  o,  xx  + ax  +-aa—o  t il  prodotto  delle 
quali  forma  l’equazione  propolla. 

Sia  1 equazione  x* — tax 1 +-  laaxx — za'x  +■  <j4z:o. 

— ccxx 

Si  paragoni  quella  col  prodotto 

xé  + yx'  + uxx+  fux  + zu 
•*-fx 1 4-  />**  +.  ZJ*  =0 
4-z.v* 

delle  due  folite  equazioni  fuflìdiarie  xx+.yx*-u  zzo  , 
**  +-  z=o  . Dal  paragone  de’  fecondi  termini  cave- 

raffi  f=—ia—y  ; dal  paragone  degl’ ultimi  z=  a*.  Si 

» 

prenda  il  paragone  de*  terzi  t e non  de’  quarti  per  avere 
il  valore  della  y dato  anche  per  la  c ( la  quale  lettera^ 
deve  eflere  neceflariamente  ne’  divifori  , il  che  non— 
potraffi  avere  dal  paragone  de’  quarti  ) farà  adunque- 
u •*-/>  Z=2 aa — ccy  e polli  i valori  di  /,  c di  z , farà 
yy+-zay—a* — iaa+-cc+u,  in  cui  follituito  in  luogo 

U 

di  u imo  de’  divifori  ±:aa  dell’ultimo  termine,  per  efem- 

pio  4 -aat  e rifoluta  l’equazione,  farà y— — a ±. \/aa  +•  cc , 
e polli  nell’equazione  xx  +-yx  +■  u — o i valori  della  «, 
c della  y ( prefo  per  la  quantità  radicale  il  fegno  o 
pofuivo  , o negativo  , come  piu  fi  vuole  , perchè  in  fine 

• Kit  2 


tor- 


26o  istituzioni 

torna  lo  fteffo  , come  fi  può  vedere  calcolando  nell’  uno  , 

"*  f 

e nell’  altro  modo  ) averaflt  x x — ax  4-  x i^aa+-  cc  *-aa  — o , 
per  cui  luccedc  la  divifione  della  propolla  equazione , 

dando  di  quoziente  xx — ax — x Vaa  + cc  *-aa  =o  , 
ed  in  confeguenza  le  quattro  radici  dell’equazione  propo- 
rta faranno  • 

*r;4a— ■ “ f/ ec+.  4- ce  — - a 4-  cc 

* 4 

A.  — -i a+-  —fS ««4-  «+1  j/r—  al 4-  « 4-  — • */«*4-  « , 

1 * ‘ . 

Sia  l’equazione  a: 4 4-  zbx'  4-  bbxx  — a’b±. o;  fi  paragoni 

col  prodotto  x 4 4-  yx  * 4-  t/xv  +-fux  4-  zu 

4 -fx'+-  fyxx+  z yx  =0 

+-zx*  . 

delle  due  folite  formole  fuflìdiarie  xx  4-^x4-  u =0 , 
xx*-fx+-  z=o.  Dal  paragone  de’ fecondi  termini  avrer 
mof-ib — ym,  dal  paragone  degl’ ultimi,  z— — dal 

U 

paragone  de’  quarti  caveremo  z y +-fu  — o , e polli  i va- 
lori di/,  e di  z , farà  — a^by+ibu — uy~  o , cioè 

fi 

y—ibuu  . Ma  prefo  ciafcuno  de’  divifori  razionali  ìzaa, 
a’ b-t-uu  • 

±ab  dell’ultimo  termine,  e porto  in  luogo  di  «,  e fatto 
il  rimanente  al  folito,  non  fuccede  l’operazione;  adun- 
que fi  tenti  per  mezzo  de’ divifori  irrazionali  Hav'ab 
: . deli’ 
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-dell’ultimo  termine  * e però  porto  in  luogo  di  « il  dir 
vifore  irrazionale  aP  ab  , faràjiz:£,  quindi  l’equazione 
fuffidiaria  xx  +-yx  +-  u = o verrà  ad  edere  xx*+bx+- 
ai^ab—o,  per  cui  divifa  la  proporta  darà  di  quoziente 
xx •+- bx — av^abtio  . 

a 17».  Intorno  alle  equazioni  del  quinto  grado  c 
chiaro  , che  fe  elle  non  fono  divifibili  per  un  diviforc 
lineare,  come  già  fuppongo » non  potranno  ellcrlo  fe  non 
per  uno  del  fecondo  grado,  ed  uno  del  terzo.  Portali 
equazioni  adunque  fi  prendano  duo  equazioni  fulììdia- 
rie  , del  terzo  grado  Pura  , c l’altra  del  fecondo,  cd  il 
prodotto  di  quelle  fi  paragoni  termine  per  termine  con_. 
'la  proporta  equazione  in  fimil  modo,  come  fopra.  ’ 

Sia  adunque  l’equazione  • « . \ 

< - — 43#*4-  Saax*  — 8^*^ 4-  $a*x — <*5  = o; 

fiprendano  le  due  fùflìdiarie  xx-byx  4-  u—o,  *’ 4- »**’+- 
fx-b  Z~ o,  e fe  ne  faccia  il  prodotto 

x'  +-yx*+-  u» f •+■  tuxx  4-fux  4-  zu 
+■  tx*+-  tyx'  +-  fyxx-*-  zyx  =0, 

• ' +./X*  4-  ZXX 

che  fi  paragoni  colla  proporta  equazione,  e dal  parago- 
ne de*  fecondi  termini  fi  avrà  t= — 4 a — yt  dal  paragone 
degl’  ultimi  z = — a\ dal  paragone  de’  quinti  f=  ]a 4 — zy , 

( • ! "■  . " 

e fortituito  il  valore  di  z,  / — fa*-*- a ’y  ; dal  paragone 

* H II» 
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de'  terzi  finalmente  arraffi  u + ty+f—6aa  , e polli  in.* 
luogo  di  /,  e di  fi,  loro  valori,  per  avere  un  equazione 
con  le  fole  y , ed  «,  e le  cognite,  farà yy  +-4dy — 

— 6aa  4-  u +■  5^4 . F.  perchè  dal  paragone  degl' ultimi  ter- 

U r 

mini  abbiamo  «».,  farà  u un  divifore  di  — afc# 

• - r .1 

u 

onde  ritrovati  tutti  i divifori  di  due  dimenfionrdi — a*t 
il  foftituifeano  ad  uno  ad  uno  nell'equazione  yy  +■  4 ay—a*= 

' . . * V.;  1 I uu  > 

• li 

~4ja+  u+fa*  a fine  di  avere  il  valore  della  y , e quello 


..  « I. 

fi  ponga  in  luogo  della  y nell’equazione  fiilfidiaria^ 

xx+yx-t-  u—o  , ficcomc  il  valore  di  u ; e fe  per  quella-, 
fuccede  la  divifione  dell*  equazione  propolla  , averemo 
l' intento  . Sono  adunque  i divilbri  di  due  dimenlioni 
dell’ultimo  termine  ±aa.  Si  prenda  +■  oat  e fi  follituifca 
in  luogo  di  u nell'  equazione  yy  + W — a2l  ~ 6aa 

1 % UU 


5 a*t  da  cui  fi  ricava  yy+-.yiy- o,  cioè  y - o , 


ed 


U 

y — 30.  Se  nelP equazione  fuffidiaria  xx  +-yx  +-u=o, 

pollo  in  luogo  di  u il  divifore  _ +-  M , inoltre  fi  ponga 
in  luogo  della  y il  zero,  che  è uno  de’  valori  ritrovati , 
farà  xx +■  aa— o,  ma  per  quella  non  fuccede  la  divifio- 
ne  della  propolla  equazione , adunque  fi  ponga  in  luogo 


di 
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di y l’altro  valore  — , ed  averemo  xx — $ox  *-aa— o , 

per  cui  fuccede  la  divifione  , dandoci  di  quoziente  *’  — 
axx-t-icmx  — a'~o.  Se  l'operazione  non  folle  fuccedu- 
ta  per  mezzo  del  divifore  +-  aat  averebbefi  provato  il  divi- 
fore  — aa  ; che  fe  nè  meno  per  quello  fi  avelie  avuto 
l'intento,  l’equazione  farebbe,  almeno  con  quello  me- 
todo , irriducibile . 

Sia  l'equazione  x*  +-  ax4  * +•  a' xx  — aabbx-ra4b —o  % 

— aabxx 

che  fi  paragoni  termine  per  termine  col  prodotto  delle 
due  lolite  fulfidiarie , e dal  paragone  de’  fecondi  termi- 
ni troveremo  t — a — yi  dal  paragone  degl*  ultimi 
— a4b\  dal  paragone  de’  quinti  fu+-zy  — — aabbt  e 

u 

fofiituitó  in  luogo  di  z il  fuo  valore,  farà/:z — aabb+- 

, > i * 

• f ■ u 

a4 bn  dal  paragone  de*  terzi  .avremo  u*-ty  -*-f~  o , in 

mu  . . 

cui  polli  in  luogo  di  /,  e di  fi  loro  valori,  farà  yy — 
ay — a4byz:uu — aabb  . I divifori  di  due  ditnenfioni  di 

a4b  fono  ±;aa,  izab . Si  tenti  l’operazione  per  mezzo 
dei  divifore  — ab,  c però  pollo  in  luogo  di  u il  valore 
— ab  nell' ultima  equazione  yy—ay — a'jry = uu—aabb  , 

■ . vu  u 

farà  yy  — ay  — aay  = o,  e però^=o,  ed  y = al>+-  ai  \ 
b 1 — 

\ 

Si 
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Si  follituifca  nell’ equazione  fulfidiaria  xx  + yx  +■  u zz  o 
il  valore  aa+~ab  in  luogo  di  y,  e — ab  in  luogo  di  ufo 

ri  . b * ^ . * • • x 

farà  xx+abx  + aax  — ab  — o , per  cui  non  fuccede  la  di- 
l 

vifione  ; fi  prenda  adunque  l’altro  valore  della y , cioè  il 
zero,  ed  è l’equazione  fuflìdiaria  xx  — ab—  o,  per  cui 
fuccede  la  divifionc  dell'equazione  propolla  , dando  di 
quoziente  x%-^  axx  +■  abx-^-a'—o  . 

Era  arbitrario  inllituire  il  paragone  de’  quarti  ter- 
mini, ma  per  maggiore  femplicità  ó prelì  i terzi. 

172.  Le  equazioni  del  fello  grado,  fuppolle  non— 
riducibili  per  alcun  divifore  lineare  , non  Io  potranno 
altresì  elTere  , fe  non  o per  tre  divifori  di  due  dimen- 
fioni , o per  uno  di  due  , ed  uno  di  quattro  , o per 
due  di  tre  , ma  ballerà  cercare  i due  cafi,  ne*  quali 
fono  riducibili  per  due  di  tre  , o per  uno  di  due  , ed 
uno  di  quattro  ; giacché  riducendole  per  uno  di  due,  la 
ridotta  l'ara  di  quattro  dimenfioni,  che  fi  potrà  poi  ri- 
durre per  due  divifori  di  due  dimenfioni , fe  la  propo- 
lla è riducibile  per  tre  di  due  dimenfioni . 

Sia  l’equazione  x ‘ — 1 sax*  -1-45 aax* — 71  4»#»+. 
s'ja*xx—i6a'x-hiat—oi  che  fi  cerchi  di  ridurre  per 
una  di  due  dimenfioni,  ed  una  di  quattro.  Si  prendano 
adunque  le  due  fuflìdiarie  xx  +■  yx  +-  u — o , ed  a?4  4 -px'  + 
txx*-fx- t-s— o,  e fe  ne  faccia  il  prodotto 
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‘ tx ♦+-  /#'+-  Z**-*-  Z^J?+-ZM 

yx ’+■  py.v4+  tyx'+ fyxx  4-fttx  , =0  ; 

+■  «X*4-  fK-var 

• . ri.  ^ - * r ■ - ' 1 1 -i  " v » 

dal  paragone  de’  fecondi  termini  caveremop;= — 133 — x* 

dal  paragone  degl’ ultimi  z=2a4  ; dal  paragone  de'  terzi 

t+  py  -^u—^aa  , e foftituendo  il  valore  di  p ,,  farà  f— 
4J33+-  1 3 oy  + XX  — « ; dal  paragone  dq  ’ felli  zy+  fu  — — i6,vi 

c pollo  il  valore  di  z,  farà  /= — 2j‘x — \6a'  ; dal  para- 

. "O  %"  . - — - — 1 

4 UU  u 

gone  de*  quinti  z-*-/y+-r«=57J4,  e fortituendo  i valori 
di  z,  /,  e t a fine  di  avere  un  equazione  data  per  le_» 
fole  u'ffj'è  per  le  cognite  dell’equazione  propoli*-. , 
farà  finalmente  2a*—ia*yy — lóa'y  +.  <tfaau+-  i$ayu+- 

4!  . ì - 


>1 


~ M au  i « 

uyy  — uuzi  57 3* , cioè 

yyì.—r  i6a'uy  +■  1 $au*y  +•  ia*u 57 a*uu  +-  45333*  — tt*  c o ; 


! : 


ci-.o:ì  oivj 

c poiché  i divifóri  di  due  dimenfioni  dell’ ultimo  termine 
za*  fono  2:33,  £233  ; fi  provi- ponendo  in  quert* ultima 
equazione  in  luogo  di  a il  diviforc  + aa  e farà  yy  +.‘ 

3'3y+- 1*33  = 0,  che  riioluta  ci  dà  y=z — 33  ± k — a 533, 

a 

quindi  la  formola  fuflidiaria  xar-i-x*  -t-«— ° farà  *** — 

' ' n 

3 ax+-  xis — 34334-33— o;  ma  per  quella  , comunque.» 

1 ■ ■ ■ ■■  ’t  — t 

prcndafi  l’alternativa  de’  fegni  nel  radicale,  non  è divi- 

L 1 libile 
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fibile  la  equazione  proporti,  ftccome  nè  pure  riefce  pren- 
dendo il  divifore  — aa  ; adunque  fi  prenda  +■  zaa  , ed 
avremo  yy +■  i zay+-  2oaa  — of  cioè  y— — 6a  +:  4 a , vaio 
a dire  j'n: — io atedyzz^ — za.  Si  prenda  yzz — io af  e fi 
ponga  nella  formala  fuflidiaria  xx-h-yx  +■  «~ó  in  luogo 
della  y il  valore  — ioa,  e 4-  2 aa  in  luogo  di  farà  xx  — 
1 oax  4-  2 aa  — o , ma  per  erta  non  .fucc'ede  la  divi  fio  no 

della  proporta  ; onde  fi  prenda  P altro' valore  della  cioè 
1 \ r ,«■-  . \ . t uj  . o!..v  *1  ; 0 

— 2/7 , e la  formola  e .va: — 24*  4-  zja  = o,  per  cui  lucce- 


de  la  divifione  dandoci  di  quoziente  . 

x* — 1 lax'-h  ziaaxx — 7a'x c=o.  v - ■ 

^ SI  . ■ ■ 17  - ' t\t 

Qui  è il  luogo  di  avvertire  .chc.Jfe  in.  vece  para- 
gone de' quinti  termini,  ^veflì  prefo  il  paragóne- dft'.quatn, 
mi  farei  incontrata  nell’  equazione  cubica  2 y'  4-  2 6ayy  4- 
8 1 aay  +-  741'  — o , ed  il  paragone  do*  quinti  rai:à  portato 


ad  equazione  quadratica,  dal  che  fi  yede,:che  la  fcèha  de^. 
paragone  di  fall  termini  pufttòTTo,  che  d’altri,  può  recare 
molto  vantaggio , Non  è p*erò>,  che  non  poterti*  fctviro 
anche  l’ equazione  cubica  2 y'*.  26ayy  4-&iaay  -v-ytet'  =0  j 
poiché  ritrovando  di  quella  radici,  che.fonp^  4-  #*33 or 

y +■  iva iz  1^  47^7— 0,,-noa  di  quelle,  cioèvjtc?^-artmi<li 


1 * 

la  medefima.ec^ua^ionC  jafA:— T zax  +•  taap.o , ;per  Cui  & 

divide  la  proporta.  Sia  l’equazione  del  fcrtpr grado,  . 

:'u>rto-s  \ • ••  • , ■:  •'  : • ! ;q  n y.  -<  v.i  f 

a*64- 3i7vf+-4J.7.V4 +-®-7  +-  6a  xx  4- -^alx  +-  za  zzo 

non  rklucibileyper,  diyiforq,  di  due  dimenftoni  $ &>temt 


•;  1 


adun- 
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adunque  la  riduzione  per  due  di  tre,  e lì  prendano  le  dué 
equazioni  fuflidiajne  **  + yxx-*‘flc  + 11  — o, 

‘ x'  -t-  txx  +-fx  +■  z , 

e fc  ne  faccia  il  prodotto 

x*  4-yx'  4-  px 4 +-  ux'  +•  tuxx  -t-fuz-t-zu 

+-tx'  ■*-tpxn-f>tx,4-pfxx+~pz*  =0. 

4-./V  +-/>ArV  zyxx 


IL  ov.'  .:b  : u 


ZXi 


Dal  paragone  de*  fecondi  termini  caverafll  tzz^a—y\ 
dal  paragone  degl’ ultimi  z=.ia“  ; dal  paragone  de’  felli 

fuy-pz^ia',  e ponendo  il  valore  di  z,far  — zi  sp; 

% u ' uu 

dal  paragone  de’  terzi  p +-iy-t-f—  4aj,  e foflituiti  i valori 

di  f,  e di  /,  farà  p—^aauu — Xa>m-uuyy  — *lauuy  ; dal 

. ...  .... ■■■  ■■  ■ ■ ■■■  « • 

, . . \ -,  uu — -2 a 

* ■ ì ^ l iC  . JjV  , ii  . < • t > * • r * 

paragone  de’  quarti  u 4-  pt  +-fy  +•  z = 6al , e foltituendo 
in  luogo  di  r,  /,  z i loro  valori  a fine  di  avere  un’altro 
valore  di  p dato  per  le  y,  u,  eie  note  dell’equazione  prò- 
polla  , farà  f—éa'uu — «’  — ^a’uy — 2 a‘u. 

, xauu — uuy — 2a‘y  \ • . -0  ~ • 

Tra  quelli  due  valori  di  p s’inlliiuifca  un’equazione 
per  ricavarne  il  valore  della  y dato  per  le  Iole  u, 
le  cognite,  ed  è -•  > , , 

4.avuu—  \a'u  — +■  uuw  = tfg’uu  — — 3<3*uk  — 2acq, 

uu — za*  Xauu-7-uuy-r~2a*y 

c riducendo  al  comune  denominatore , ed  ordinando  l’ e- 
,v.  LI  2 qua- 
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quazione  per  1*  y , farà  . ’ 

y * — 6a1uyy+-  8 a'uy  —da'ti'  “I  rJ 

dau'yy  — da'uuy  +■  pa'uu 

iiaau'y — ila»#  •’  aoT  - 0 


u'j-ty  la***  ^ •. 


E perchè  fi  i uz  = 2a‘ , farà  u un  divifore  di  iaf  ; 
ma  i divifori  di  tre  dimenfioni  di  ì a*  fono  2:  a',  ±.ta'; 
quindi  prefo  uno  di  elfi,  cioè  +>a'  in  luogo  di  u,  fi  ponga 
nell’ultima  equazione,  ed  averafiì  y ’ — 4 ayy  4-  $aay  — 2«’=o . 
Da  quella  fi  cavino  i valori  della  y , cioè  uno^=i4  , 
e gl’ altri  due,  che  fono  eguali.,  y—a  . Si  faccia  ufo  del 
primo  valore  y — la,  che  fofiituito  in  una  delle  equazio- 
ni di  p in  luogo  di  y , c pollo  in  luogo  di  u il  divifore 
a ',  farà  p — aat  quindi  polli  quelli  valori  dj  y , ed  u 
nella  formola  fulfrdiaria  a:'  +-yxx  +-px  4-  u—o  , farà  ella 
x'  4-  laxx  4-  aax  4-  a'  ~ o , per  cui  divifa  l’ equazione  pro- 
polla  ci  da  il  quoziente  x'  4-  axx  4-  aax  4-  2a'—p.  Seia 
divifione  non  folle  fucceduta  prendendo  y •=.  ia  , averei 
prefo  y—a  . Che  fe  nè  meno  per  quello  avelfi  avuto 
l’intento,  avrei  tentato  per  mezzo  di  ciafcuno  degl’altrj 
divifori,  ripetendo  le  medefime  operazioni e fe  per  nef- 
luno  folTe  riufeita  la  facenda , la  propollà  equazione  non 
avrebbe,  potuto  abballarli  , almeno  con  quello  metodo  , 
e farebbe  rimafla  del  fello  grado. 

• • ’’  >Aj  1.  ' * . j V f.  ,v  • ■“  V'.tiii.  ‘ • U.  ; * 

. a I-I  Sia 
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Sia  1‘equazìone  -t -ax'  +-aax*  cfixx  *-a'x+ 

20* =0,  che  fi  paragoni  col  prodotto  delle  due  fuflìdiarie, 
come  nell’ eferapio  antecedente  . Dal  paragone  de'  fecon- 
di termini  areremo  tzza — y\  dal  paragone  degl’ ultimi 
dal  paragone  de'  felli  fu-^pz—a',  e pollo  in_ 
. *■  ' 1 

luogo  di  z il  fuo  valore , farà  f~o>  — iasp  ; dal  parago- 

- « fi  UU 

ne  de’  terzi  p +-ty  -^-f—aa , c podi  i valori  di  t , è di  /, 
p — aauu  — auuy  +•  uuyy  — a'u  ; dal  paragone  de’  quarti 
..  uu’—  za* 

u+  pt+-fy -t-z  zz  3 a*  , e fofiituiti  i valori  di  z,/,  t per 
avere  un’altra  equazione  di  p data  per  le  fole  u,  y,  c le 
note  , farà  p — ^a'tiu — a'uy — 2 a*  u — «' , ed  inflituendo 
. , p ava  — uuy  — 2a*y 

fra  quelli  valori  di  p un’equazione  per  avere  il  valore 
della  y dato  per  la  fola  «,  c le  cognite,  fatte  le  debite 
operazioni,  farà 

y ‘ — zau'yy  +-  zaau'y  +•  2 a'u' 

— 2 aPuyy — 2a'uuy+-  a*uu 
" -h  2 a'uy  — 6a*u  —o. 

- . — u*  • 


u'  +■  za* u • 


I divifori  di  tre  dimenfioni  di  2 a*  fono  ± a' , ± 2j 1 . 
Si  prenda  in  luogo  di  u il  divifore  +■  a ' , che  fi  pon- 
ga in  quell’  ultima  equazione  , e fi  riduce  ad  efle- 

re 
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re  y 1 — 4dlnyy  4»  23"?  = e -dividendo  .per  y,  farà 

. • . 3*»  . r-' f> 

y— o , ed  ^7 — ma  — ° > cioè  j~  2jt  v — 

?'  » 

Di  quelli  tre  valori  della  y G prenda  il  primo,  doè 
y=o  , e fi  foflituifca  in  luogo  di  y in  una  delle  due_* 
equazioni  di  p t ed  a*  in  luogo  dì  a , e farà  p — o ; 
adunque  l’equazione  fulfidiaria  x 1 4-  yxx  +■  px  ■+•  u ~ o farà 
Ar’-t-a’rzo,  per  cui  divifa  l’equazione  propolla  ci  dà  di 
quoziente  x ' +■  axx  +■  aax  +-  la  ’ = o . 

In  quelle  tali  equazioni  fe  prima  fi  fapefle,  che  fono 
divifibili  per  un  divifore,  in  cui  manchi  qualche  termine, 
fi  potrebbe  rifpirmiare  molta  fatica  col  prendere  una— 
delle  due  equazioni  fullìdiarie  mancante  pure  dello  flef- 
fo  termine,  ma  poiché  ciò  non  fi  fa , fi  fuole  provare 
l’operazione  primieramente  con  una  di  elle  equazioni 
fuffidiarie  mancante  o d’uno,  o di  un’altro,  o di  più 
termini  ; tuttavia  però,  perchè  l’opera  è gettata  fe  la_ 
propofla  equazione  non  è in  quello  modo  riducibile  , 
c bifogna  in  fine  , ciò  non  oilante,  ricorrere  alle  equa- 
zioni fuffidiarie  compite  , è meglio  fervirfi  di  quelle 
fui  bel  principio , giacché  ci-  danno  i divifori  per  l’uno, 
c l’altro  cafo  . 

Senza  ripetere  le  operazioni  ad  ogni  efempio  avrei 
potuto  formare  il  canone  generale  , a cui  rapportare 
ogni  particolare  equazione  in  fimil  guifa  a quello  del 

num. 
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num.  itf8. , ma  oltre  che  ciò  fuole  cagionare  della  con- 
fufione,  pare,  che  le  attuali  operazioni  fatte  in  propofi- 
to  diano  maggior  lume  , e facciano  nrgliorc  effetto  , 
quindi  ad  effe-  piuttoflo  mi  fono  attenuta  . 

175.  Lo  flerto  metodo  fi*può  proporzionalmente 
applicare  alle  equazioni  di  grado  fuperiorc  , ma  il  cal- 
colo erefce  a difmifura  , perchè  fe  fi  debba  ridurre  un' 
equazione  , per  efcmpio , dell’ottavo  grado  per  mezzo 
di  due  del  quarto,  nelle  quali  non  manca  alcun  termi- 
ne , ciafcuna  delle  due  equazioni  futfidiarie  avrà  quattro 
indeterminate  , onde  confiderata  una  di  quelle  equa- 
zioni , come  farebbe  x4  -t -y»'  +•  pxx  +-  qx  +■  u — o , e prelo 
per  la  u uno  de’  divifori  dell'ultimo  terraine'della  pro- 
pofia  , rimangono  tre  indeterminate  y,  p , q da  fiffarfi 
coi  filiti  paragoni , nel  che  a’  incontrano  equazioni  foli- 
de  , delle  quali  però  avendoli  le  radici , l’operazione 
può  procedere . ..  : , ^ • , . * . 

PROBLEMA  L 

• *•**-•  ’ 

v 

“--174.  Ritrovare  quattro  numeri  , 9 quali  f fuperino 
del?  unità,  ed  il  prodotto  loro  fa  100. 

Sia  il  primo  numero  = x,  il  fecondo  farà  = x+- 1, 
il  terzo  = x-t-a,  il  quarto  vzx+-  3;  adunque  dovrà 
efiere  il  prodotto  loro  x4+-tfx’4- iixx+-5x:=ioo  , cioè 
*>4-+-tfx’+- \ìxx)-<Sx  — 100=0;  e perchè  quella  equa- 
zione 


27z  istituzioni 

/ione  non  è divifibile  per  alcun  divifore  dell*  ultimo  ter- 
mine, fi  faccia  fparire  il  fecondo  con  la  foftituzionc  di 
x—z — 3,  c nafee  l’equazione  z* — 5zz — ij9izzo  t 

~~r  » 

che  è quadratica  affetta,  le  di  cui  radici  fono  zz-^izv'  101, 

4 

c però  z = +:  ^ 5 ± K Io7,  quindi  averaflì  x — — 5 ±. 

4 * . 

' " 1 

y,  y +K101;  e però  de’  quattro  valori  della  x due  fo- 

4 

no  reali,  cioè  x— — 3 — //'J^ 1/101  » 8^  due_# 

» 4 

immaginari-  Se  ne  prenda  uno  reale  — 3^4-  io* 

* 4 

per  il  primo  numero  de*  quattro  cercati  ; farà  — 1 4- 

Z 

+1/ 101  il  fecondo  ;j_  4-  ^ 5 4-1^  101  il  terzo  ; 
3 4.  ^54-^101  il  quarto  ; il  prodotto  de’  quali  è = 100. 

z 4 . _ • - 

Si  prenda  l’altro  valore  reale  dix  cioè  — 3 — ^5  4-K  101 

» 4 

per  il  primo  numero  ; farà  — il  fe- 

* * T 

■ 11  ’ ~~  — 

condojj^ — yrUr‘  ^ 101  terzo;  ^5  4-i^lòi  il 

X 4 T 4 

quar- 
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quarto  , il  prodotto  de’  quali  dà  parimente  il  numero 

too. 


PROBLEMA  II. 


*75.  Nel  triangolo  rettangolo  ABC  dato  il  lato  mi- 
nore AB,  ( Fig.  9x.  ) ed  abbacato  il  perpendicolo  BD 
alla  bafe  A C , e data  la  differenza  de\  fegmenti  AD,  DG 
della  fleffa  bafe  A C ; ritrovare  la  differenza  F C de'  lati 
BA, BC . 


Col  centro  B , intervallo  BA,  fi  deferiva  il  circolo 
À EFG  , c fia  BA—a,  E C— b , d'fferenza  data  de’  feg- 
menti  AD,  DC , e fia  FC  differenza  cercata  = x ; 
farà  GC-M't-Jf  , e per  la  proprietà  del  circolo  , 
CC  y^CF—  ACX  CE,  cioè  zax  4-  xx—  AC^b,  e però 
AC—Zax+-xx\  ma  effendo  retto  l’angolo  ABC , avradì 
t 

l’equazione  4aaxx  +■  4 ax  l-t-x*  zzzaa  +■  zax  4-  xx  , o fia^. 

Ti 

ae*+-  43*'  +■  /[aaxx — 2 abbx — zaabb  zzo  , la  quale  non 
— bbxx 

è divifibile  per  alcun  divifore  dell’ultimo  termine  , ej 
però  fi  levi  il  fecondo  Termine , facendo  xzzz — a,  ed 

avraffi  la  quadratica  affetta  z4 — iaazz+-a*  zzo,  quin- 

— bbzz  — aabb 

di 


M m 
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di  iz  — iaa  + bb^  \s%aabb4-b*,ez—1z  ,/  zaa+  bb-ìz\/%aabb-*-b\ 
- » 

onde  x — — a yzaa  + bb  Hv^aM^-b*  , o fi  a- 


*—  — a ±.  y aa*-  bbiz.  byzaa  «*  bb  ; quattro  ra- 

* 4 

dici  tutte  reali,  quando  fra  a maggiore  di  b , La  radice 
* = — a+  yaa  +•  bb_  +q,y  iaa+- bb_t  che  è politivi  , 

* 4 

Terre  per  il  problema  propofto  ; la  radice  x = — <j+- 

■ '■  'T'4  1 ■ 11  *"  — 

[/aa  4 -bb—b yiaa 4-  bb  , che  è negativa,  ferve  quan- 

* 4 

do  il  lato  B C fia  minore  del  lato  A B ; le  altre  due 
fervono  per  l’angolo  ABG.  - . 

PROBLEMA  IIL 

r 4 , 

175.  Dato  il  quadrato  A D,  ( Fig.  91.  ) ritrovare  nel 
lato  prodotto  A C il  punto  E tale  , che  condotta  air  angolo 
B la  retta  E B , fia  V intercetta  E F eguale  ad  una  data  retta 
linea  c . 

Chiamata  BD—a  , DFzzx  , farà  CFzza — x , e 
condotta  BFEt  CiaFE—c;  per  la  fimilitudine  de’  trian- 
goli 
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goli  ECF  , BDF  , farà  CF  (a— x),  FEj(c)  :: 
FD  (*),  FB  (fl~r)  ; ma  per  l’angolo  retto  D farà 

anche  adunque  avcralTt  l'equazione* 

1/  aa  ■*- xx  = ex  , e quadrando,  ccxx  —aai-xx,  e 

tf—  Jf 

riducendo  al  comune  denominatore,  ed  ordinando  l’equa- 
zione , farà  x 4 — 2a*  • 4- aaa** — 24»* +**r*  =0  r le  di 

— CCXX  1 — - * v« 


cui  radici  ft  è veduto  ai  numeri  167* , e 170. , edere 


*—~a — ■{y/aa-*rcc3:y/cc_ — aa — ~a^aa  *~cc  , 


*— 7 a +■  ~ 1/ aa  +*  cc+r:i/cc — aa4-  ^a  i/aa  4-  «■ . * 

^ ,4  » t 

Le  due  ultime  radici  fono  fernpre  reali , e pofitive,  l’una  . 

-a4-- ì/aa-t-cc — i/cc  — aa  +-~a  v aa  4-  c6  \ che  è 
* %Y  , Y — 7*  ’ ' • 

minore  di  a , ci  determina  il  punto  F,  per  cui  con- 
dotta la  linea  fi  £ , farà  £ F eguale  alla  data  c , e* 
fciolto  il  problema  propoflo  . L’altra  radice 

; o...  -,  ,7) 

~a4-  L/aa4-  fC4-  1/ cc  — aa  4-  ^av  aa  4- cc%  che  è mag- 

4 * 

giore  di  a , determina  il  punto  /;  a cui  condotta  la— 
retta  fi/,  ci  dà  pure  ef  eguale  alla  data , e ferve  fe  il 
problema  folle  flato  propollo  per  l’angolo  ACf. 

• * « a • 

Mm  2 Le 


i75  i.jistotdzioni 

::  ( Le  duè  prime  radici  Tòno  immaginarie,  qualunque 
volta  (ia  cc jr\inore ; di  §j<a , ed  il, problema  imponibile. 

Polla  adunpuc  cc  non  minore  di  Saa,  le  due  radici  fono 

«_5 pjJ  flì*  f.  t 

reali , e negative , quindi  prefa  DG  — -a  — - ts  aa +- cc +• 

, -i  . v • «■*  ■.  '•  ' ' 

l/ cc  — aa — -za  [/aa+-  cc  , e Dgzz-~a — -i /aa  + cc  — 

V — • * • J-y  , • . < 

♦ * 


1 . , P — "VI  V LZ-~—  • r-  ‘ \ 1 — ’ ..  •-  t 

^ cc  — a a — d a \/aa  +.  cc  ^ e condotte  per  lo  punto  B le 

4 1 * . • . t ■ . ; 

rette  GM  , gm  , faranno  elle  ambe  eguali  alla  data  c ; e 

fedirebbero  , fe  *il  problema  folle  (lato  propoli©  per 


l’angolo  ACD  . ” . 

177.  Molte  volte  quando  il  probi ejna  itoti  è di  na- 
tura fua  folido , ma  piano  , fe  ci  comparifce  lòtto  un’  equa- 
zione folida  ponendo  per-  incognita  una  tal  linea  , ci  può 
comparire  fotro  equazione  piana  prendendo  altra  linea— 
per  incognita  . Ne  prendo  un’efempio  nel  problema  an- 
tecedente, in  cui  denominando  DF—x  , fi  è ritrovata  un’ 
equazione  del  quarto  grado,  ,per  cui  fi  i dovuto  fare  la- 
fatica  di  ridurla  . .Ma. fo  fopponendo  £ il  punto  cercato, 
(Fig.9 3.)  fo  condurrà  ER  normale  a B £,  che  incontri 
in'  R la  BD  prodotta , ed  E L normale  a BR,  e chia- 
merafli  DR-x  , e come  fopra  BD=a  , FE=c , e- 
'BF—y  , altra  incognita  da  eliminarfi  in  apprelTo  , farà 
E R — 0 +^.v,  FE—c+-y  . Ora  f»er  i triangoli  fimili  BDF, 
£LR  j farà  ER—y,  perchè  è EL—CDczBD  ; e per  i 

trian- 
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triangoli  fimili  B R E , ERE,  farà  B R , BE::ER  , EL, 
adunque  farà  0-4-* , c+-y::y , a\  quindi  cy  +■  yyzzaa  4-  ax . 
Ma  per  l’angolo  retto  BER,  il  quadrato  di  BR  è eguale 
alla  Comma  de*  quadrati  di  B£,  e di  E R , cioè  aa  +-  lax  +- 
xx  — 277  icy  +- ce,  dunque  ponendo  in  luogo  di  cy  +- 77 
il  valore  +-  ax , farà  l’ equazione  aa  +•  lax  +-  xx  = 2<m  +• 

2ax  +- cc t doè  x~±:\/aa-t-cc.  . 

In  un’altro  modo  ancora.  Divifa  per  metà  la  FE 
in  H,  e chiamata  CD  zza , ila  le  la  data  linea  , a cui 
deve  effere  eguale  la  FE  , e fi  . chiami  BHzzx  , farà 

BF—x  — e , e BE  — x +-  c ; ma  BE — ABzzAE  , dun- 
que farà  A E— 1/  xx  +.  2 cx+-  oc — aa.  Ora  per  i triangoli 
limili  BDF,  BEA  , farà  BF  ( x — c ) , BD  (a)  :: 

• B E(x  +-  c), A E (1/ xx  +-  icx  4-  cc  — aa),  quindi  ax  +•  ac  — 

x — c V xx  +•  icx  +■  cc — aa  , c quadrando,  ed  'ordinando 
1*  equazione , farà  finalmente 

— zaaxx  — ìaacc  _ 

2CCXX  +•  ' C + -—°t  ' 

quadratica  affetta  , le  di  cui  quattro  radici  fono 

x — iz  ]/  aa  +■  cc  .iz.  a \s  aa  +•  ^cc  . -,  j , 
Ifieffamente  fe  nel  problema  II.  num.  175.  in  luogo 
di  fare  FC  — x,  (Fjg.pi.)  avelli  denominata  BC~x  , ri- 
petendo lo  fieffo  difeorfo  , avrei  ritrovata  l’equazione 
x 4 — zaaxx -t- a*  _ 

..  — bbxx  — aabb 

qua- 


» 
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quadratica  affetta  , le  di  cui  radici  foco 


aa+-bb±  b y iaa*-bb  , che  convengono  con 

* 4 

le  prime  . 

Anco  più  femplicemente,  ponendo  AE—xt  e ripe- 
tendo Io  {ledo  difeorfo,  avrebbe!!  avuta  t equazione-. 

xx  +•  bx—iaa  , e però  x— — 2aa  +■  bb , e perchè 

* ~ • 

avrebbefi  trovata  l'efpreffione  — a+-  V bb  +-  zbx+-  xx — a a 
per  la  FC;  ponendo  in  luogo  di  x il  valore  ritrovato, 
farebbefi  avuta  la  ricercata 


FC— — a+-  y aa-trbbizb  y *aa  + bb  , come  prima; 

» 4 

178.  Un’  altro  artifizio  fi  può  tentare  per  Umili  pro- 
blemi , quando  ci  portano  a equazione  folida  , e che  però 
tali  non  fono  di  natura  fua  ; ed  è,  ritenuta  la  fiefTa  linea-, 
per  incognita  , per  cui  fi  è ritrovata  la  prima  equazione  , 
per  mezzo  d'altre  proprietà  ritrovare  una  feconda  equa- 
zione, ed  eguagliare  l’usa  all'altra  ; dal  paragone  delle 
quali  nafeerà  una  terza  di  grado  inferiore  . Eccone  un' 
efempio  nel  feguente  problema . 


PRO- 


Digitized  by  Google 


ANALITICHE. 

PROBLEMA. 


179.  Infcrivere  in  un  dato  circolo  an  fett angolo 
Sia  (.  Fig.  94.  ) il  dato  circolo  ABFGCDE,  il  di  cui 
centro  H,  raggio  HA—r , ed  il  Iato  del  rettangolo  lìa_* 
AB  — BF—FG  ec.  ~x  . X5ivifa  per  metà  AB  in  /,  farà 
AltzLx  — lB,  e condotta  ICt  che  pafTerà  neccflTariamea- 

te  per  Io  centro  H,  farà  HI  — 1/  rr- — xx  , Cl—r  +■ 


4/  rr  — xx  , CB~  ^ 

/ irr  +.  zr  L 

f rr  — xx  . Si  tirino  CEy 

¥ f 

4 

4 

ed  HD,  faranno  limili  i triangoli  CDK,  HAIy  a cagio- 
ne dei  due  angoli  retti  CKD  yHIA , e degl’  angoli  DCK, 
AHIy  il. primo  de*  quali , perchè  infide  all’arco  D E , farà 
doppio  dell’angolo  ACly  che  infide  alla  metà  di  DEy  e 
però  eguale  all’angolo  AHI  doppio  dello  Aedo  ACI ; 
c però  avremo  per  la  fimilitudine  di  elfi  triangoli  y 

CK  ~x  |/  rr  — xxzz\/qrrxx — x"  yCE-=d/4trrxx — *4, 

*»•  r 

r 

cd  HK=j/rr — 4rrxx  + x*=  irr — xx  ; ma  fono  Umili 

4 rr  xr 

i triangoli  CENy  CHK, eflendo  retti  i due  angoli  K,Ny  ed 
eguali  i due  angoli  KCHy  CENy  perchè  infidenti  a due 

feg- 
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fegmenti  eguali,  dunque  farà  CN  — irr  — xx  \S  4 rrxx— x4, 
2 r’ 

c CB=zrr  — xx  v'6trrxx — x 4 , e però  l’ equazione# 

1 rr  +-  r 1/4 rr — xx  = 2rr  — xxl^rrxx — x4  . 

r • 

Quadrando  adunque,  farà  irr  +•  rl^rr — xx  — 
4 r4 — 4rrxx+- x*X4rr;e'*’ — c ^ nuovo  quadrando, 
r* 

ed  ordi  nando,  arraffi  x’4 — 1 6 rrx' 1 +■  1 ©4r  4 x‘0—  3 5 2r 4 x ' +■ 
660 r*x‘  — tf72r,0x44-  33<r,1xx — ^r'4  = o ; ma  queft* 
equazione  è divifibile  per  xx  — 3 rr  — o . Fatta  pertanto 
la  divifione , avremo  x*4— 13 rrx,0+-  tfjr4x*—  I57r‘x*+. 
i8pr*x4 — I05r'°xx-t- 2ir11  =0  , la  quale  non  è divifi- 
bilc  per  alcun  divifore  di  due  dimenfloni , quiadi  pare 
che  il  problema  fia  del  duodecimo  grado.  Sciolgo  adun- 
que il  problema  in  altro  modo  , ritenendo  la  medefima 
incognita  x-AB-BF c c.  Poiché  nei  triangoli  HCD  , 
CDL  l'angolo  CDH  è comune  , e l'angolo  alla  cir- 
conferenza DCL,  che  infide  all'arco  DA  , è eguale, 
all’angolo  al  centro  DHC,  che  infide  all’arco  CD  metà 
di  D A , faranno  fintili  effi  triangoli , e però  avremo 
DLzzxXy  LH—r — xx.  Ma  l’angolo  DLC-DCH := 
*7  T 

EDH , dunque  l'angolo  HL.Vf,  che  è eguale  all’ango- 
lo 
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Io  al  vertice  DLC , farà  eguale  all* angolo  EDH,  onde 
faranno  parallele  le  due  rette  L M , DE,  e fonili  i trian- 
goli HLMt  HDE,  e però  farà  LM—rrx — a.»  , ma_ 

s rr 

CL  = CDzzxtX.e {fendo  il  triangolo  LDC  fienile  al  trian- 
golo ifofccle  HDC  ) e CL—MA , per  edere  eguali  gl’ 
angoli  HLC ,HMAt  e però  limili , ed  eguali  i trian- 
goli HLCy  HMA;  dunque  CA—ix+-rrx  — x ’ , e_. 

« “ 

rr 

perchè  CA  = CB  , farà  l’equazione  3 rrx  — x'  ~ 

rr 

2 rr+  rl/^rr  — xx,  e quadrando,  $r*xx — <Srrx*+-x‘  — 

ir**-rt  i/qrr  — xx  ; e di  nuovo  quadrando,  ed  ordinan- 
do l’ equazione , 

x10 — iarrjr'4-  54 r*x* — H2r‘#4+-  io $rl xx  — 3jr,0=o. 

Ed  eccomi  giunta  ad  un’altra  equazione  , la  quale, 
perchè  di  grado  inferiore  alla  prima,  fi  dovrà  moltipli- 
care per  tanta  poteftà  dell’incognita , quanta  è necedaria, 
acciò  divenga  dello  fleflo  grado  , e con  ella  fi  pofTa-. 
paragonare  ; moltiplicandola  adunque  per  xx , farà 

x" — I2rrx,8+-  j qr'x' — ii2r4A?‘  +-  io yr'x4 — 3 ]r'exx— 
x'* — 13 rr*"V<?5r4Ar' — i^r* x *+- 18 pr  ‘*4 — iojr,8*w-t-  2 ir11, 

c fottratta  la  prima  dalla  feconda,  farà 

x'°  — nrrx’-H^yr4*4 — x* -i-jor' xx  — 2ir‘#  = o , 


Nn 


la 
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la  quale,  perchè  è del  decimo  grado,  paragonata  colla- 

feconda  equazione  di  fopra  ritrovata 

x'* — mìx*  +-Hr*x( — 1 1 2 r4*4+-  iojr’x*-*-  jyr'^o, 
e da  erta  fottraita  , farà 

x'  — grrx*-*-  2$r*x*—$5r*xx+-  i4r'  =o  , che  è di- 
vifibile  per  .v* — 2rr,  e fatta  la  divifìone , avremo  final- 
mente l’equazione  del  fello  grado 
x(  — 7rr*4+-  iqr4»* — Jr6zzo  . 

Ho  tenuta  quefla  llrada,  per^far  vedere  l’ufo  del  me- 
todo ; per  altro  farei  giunta  più  predo  alla  flelTa  equazio- 
ne, fe  avelli  paragonati  fra  loro  i due  valori  del  quadrato  di 
CA  ritrovati  nelle  due  diverfe  foluzioni  del  problema , 
cioè  \6r*xx — 2or4.*4  +-8rr#4 — x * della  prima,  e— 
r* 

pr4  xx — 6rrx*-b  x*  della  feconda;  imperciocché  fatta— 
r4 

l’equazione  fra  quelli  due  valori,  e tolti  i termini,  che 
fi  elidono  ; farà  .v’  — "jrrx‘  -t-  iqr4**4 — jr‘xx  — o , e divi- 
dendo per  xx  , x*  — 7rrx4+-  i^xx  — 7r4  — o , come  fo- 
pra. Si  poteva  anche  più  brevemente  dividere  l’equazione 
da  prima  ritrovata  x'1 — 13 rrx‘° +-  ófr'x1 — ij7»**‘-h 
iSpr’x* — xo5r,0ATAf  4- zir'1— o per  x‘  — 6rrx* +•  pr*xx  — 
— o la  feconda  x'a — urrx*  ■*- yr'x* — H2r6Ar44- 
iojr’AW — 3 y'°~o  , per  x* — jrrxx  -h  $r*zzo  , e nell’ 
uno,  e nell'altro  calo  avrebbelì  ritrovato  x*  — jrrx* -b 
I4r4^r.v  — 7j*  = o.  Non 
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Non  è però  del  fedo  grado  il  proporlo  problema.,  , 
febbene  tale  apparifce  , non  oliamela  ufata  induflria  ; per 
vederlo,  ritenuta  la  ftefla  compofizione  di  figura,  fi  deno- 
mini HI—x  , farà  Al—v'rr — xx  = IB  , CI—r^-x9 
CB—l^rr+-  2rx  +■  xx  +-  rr — xx—V'  2rr  +•  irx . Indi  ripe- 
tendo Io  fiefiò  difeorfo  di  fopra , fi  avrà  CK  zz  ix  u'  rr  — * e ; 

r 

'HK  — 1/  r*  — 4 rrxx  +•  4x*  ~rr — zxx ; CE  = 2 CK  — 

f ^ r 

4»  l /rr  — xx  ; CN  — 4 rrx  — 8*’  v'  rr  — xx  ; CB  — 


2CN=8rrx  — 1 6x'  k'  rr — xx  . Ma  fi  è anco  trovato 

7 ’ 

CB  = 1/2 rr  4-  irx  ; dunque  farà  l’equazione 

V/  irr  +■  2rx=8rrx — n?x’  1/  rr — xx  . 
r* 

Cerco  altra  equazione  in  maniera  diverfa,  ma  rite- 
nendo la  ftefla  HI=x  per  incognita;  per  lo  fiefio  difeor- 
fo di  fopra,  farà  D L~yr — qxxjLH  — r — 4rr  +■  4xx  = 

r r 

; LM—  2 Vrr  — xx  X 4**  — 3rr  ; CA  — 

T " 

4 vrr  — xx 4- 21 /rr — xxX^* — 3rr  » c*°è  riducen- 

rr 

' Nn  2 do. 
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do  , CA  — 8xx  — irr  V rr  — xx  — CB  ; C però 


rr 

V irr  -h  irx  zz  8yy  — irr  v rr  — xx,  e finalmente,  egua- 

rr 

gliando  gl’  omogenei  di  comparazione  dell' una  , e dell* 
altra  equazione , farà 

jtrx — ìóx’i/rr  — xx  — 8xx — irrisrr • — xx  , la  quale 
r*  f rr 

equazione  ridotta  viene  ad  eflere  8*’  +■  4 rxx — qrrx — r1— 0, 
del  terzo  grado. 

180.  Medi  in  opra  i fopraferitti  metodi,  fe  le  equa- 
zioni non  poflòno  abbaflarfi , e rimangono  di  grado  fupe- 
riore  al  fecondo,  in  due  maniere  fi  può  procedere  per  la 
foluzione  de*  problemi,  che  riefeono  folidi,  o più  che  fo- 
lidi.  Una  maniera,  che  è di  pochiflìmo  ufo  , riguarda  le 
fole  equazioni  del  terzo,  e quarto  grado  , e confitte  nel 
risolverle  , Sviluppando  i valori  analitici  dell’  incognita , 
che  ci  fi  prefenteranno  però  folto  radici  cube,  e chiamafi 
la  Regola  di  Cardano.  La  feconda  generaliflìma , e di  mol- 
tiflìmo  ufo  confitte  nel  ritrovare  i valori  geometrici  dell* 
incognita  col  mezzo  delle  interiezioni  di  certe  curve  oppor- 
tunamente introdotte  nell’equazione  , c così  cottruire  il 
problema  propotto . 

181.  E per  cominciare  dalla  rifoluzione  analitica, 
fuppongo,  che  le  equazioni  manchino  del  fecondo  termi- 
ne , tali  potendofi  ftmpre  ridurre,  fe  non  Io  fono.  Tutte 

le 
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le  equazioni  del  terzo  grado  mancanti  del  fecondo  termi- 
ne fono  comprcfe  Cotto  quelle  quattro  canoniche  . 

\ " l ‘ . 

I.  x*-~  px — q — O.  II.  x'-t-px — q — O. 

III.  x'  — px+-q  — o.  ' IV.  x'-t-px+-  q — O, 


Si  faccia  x—y-h-z,  e però  px—py  +-  pz  , ed  x'  ~y'  +- 
%yyz  4-  ì,zzy  +-  z' , e ioftituiti  quefii  valori  rifpetto  alla  pri- 
ma equazione  , farà  clTa  y * +-  %yyz  -t-  $zzy  +•  z>  — py  — 
pz — q—o ; di  quella  fe  ne  formino  due,  cioè  $yyz  +■ 
^zzy—py-f-pZfCdy’-t-z^q,  dalla  prima  fi  ricava,  divi- 
dendo per^+-z,  3yz=p  , cioè  y — p , che  folliamo 

1* 

nella  feconda  darà_p^  4-  z’r:  q,  o fia  z*  — qzl  — — , 

27Z'  *7 

c per  le  regole  delle  quadratiche  affette,  j»‘ — qz'.+.  iqqz: 


e =7? 
*7 


■£. 

»7 


e finalmente  z — 


M—q+ -^—qq — p*  • Nella  ellrazione  della  radice  qua- 

drata  ó prefo  il  folo  fegno  pofitivo,  perchè  il  negativo 
nulla  varia , e dà  in  fine  la  fiefla  quantità  del  pofitivo  per 
il  valore  della  x , come  fi  potrà  vedere  facendone  il  calco- 
lo ; il  che  s*  intenda  Umilmente  riguardo  all*  altre  tre 
equazioni  canoniche  . Ma  y'  4-z’  —q  , farà  adunque  y'=: 

q—  ePcrò.y=  y'-^q- f\qq— fi 
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ma  in  oltre  fi  ’è  fitta  x — y +.  ~ , farà  adunque  x = 

I^t  +■  * siacchè 

' ,17  ’ *7 

l’alternativa  de’fegni  ommeflìi  nulla  varia  . 

1 82.  La  feconda  equazione  x'-y-px — q — o , fatte  le  fief. 
fefofiituzioni,farà^J+-  $yyz  +•  3zz y+-  z*  +-py-y-pz — qz :o. 

Si  formino  le  due  equazioni  %yyz  +-‘>)zzy— — py — pz  , 
ed  y*  +■  z'  — q ; dalla  prima  fi  ricava  jyz  = — p , cioè 
yzz — p , che  fofiituito  nella  feconda  dà  — p ' +-z'zzqt 
5*  • » 27Z» 

0 fia  zs  — qz'  — p',  e però  z’  j/  ^ , e z zr 

17  4 *7 

i^T  7 » ma  / •«-  Z’  = f , adunque  ^ — 

’ *7 

l/l 7- -j/'-n+r  . ed  * = V'-q—fSlqq  +■_£*- 
*7  *7 

<•  ■ — . ■ ■ — ...il»  ■■  ■ - 

- ■*  * " « * 

1 l ' . 'i*?c  . ( ■ 

183.  La  terza  equazione  *•* — px-t-qzzo , fatte  Ie_»  * 
fofiituzioni  , farà^,4-3^z+-3zz^+-z*— pz-t-qzzo. 

Si  formino  le  due  equazioni  $yyz  +•  3zzj>  — py  +■  pz  , 
edy'  4-z5= — q\  dalla  prima  fi  ricaverà  tyzzzp  , cioè 
y—p,  che  fofiituito  nella  feconda  dà  p ’ +-z'  = — qy 
? * ' 27? 

olla 
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o fia  z‘  +~  qz'  — — , c però  z'— 7 +-  j/  qq  — p'  , 

■ ' • *7.  r.  4 „ *7* 

v • ~ » *•  — ‘ » 1 1 **  «J\ 

c z — y 7 — p_\  rna 71 4-  z*  — — 7 , adun- 

' • 4 *7  ' 

que  y—  q—j/Lqq — p ’ , e finalmente  x i= 


*7 


y/—  7 q—^~qq —f_  4-  r/—  ^q+-/ \qq—p'_  . 

. _ *7  ^ 17  — > 

184.  La  quarta  equazione  a?  ! +-/>*  4-  7=0  , fatte  le 
foftituzioni , farà  y * +■  3 yyz  4-  5 zz y +-  z J *■  py  4 -pz  4-  7 ^ 
Formo  le  due  equazioni  37724-  %zzy  — — py  — pz  , ed 
y'+-z'— — 7;  dalla  prima  fi  avrà  3 yz— — p , cioè  7 = 
— p , che  foflituito  nella  feconda  dà  — p'-b  z*= — 7, 
33  ' 272*  . 

o fia  z ‘ 4-  qz  ’ = 7’,  c però  z*  — — -74-  l/^7?4-£^ 


»7 


*7 


e |/ — -^74- jf^qq  +-p  ' , ma  71  +-  zi  =-**7  , adun- 


*7 


qnc7=^/ — \q—}S ^qq  4-£ì  s e finalmente  x = 

*7 


^/_d?_^l77-H£ì  4-  j/—  J7  +.^77  4-pJ_ . 


v 17 


*7 

\ 


185.  Le  flette  radici,  o formole  fi  avranno  ponen- 


do 
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do  x-z±  p , cioè  p,  fe  nell* equazione  è — pxt  e 

i*  i* 

— p t fe  nell’equazione  è *-px  ; quindi  *i=zi  ± pz+* 
pp  tz  Pì  • Fatte  dunque  le  fortituzioni  nella  priraaJ 

3Z  *7** 

equazione  canonica  *1 — p x — ?=o*  I41*  e0à  zi  a-  ^ — 

»7  zi 

*■  . - 

?=o,  cioèz5  — 5Zl=  — £1 , C zi  = •;?+•  l/t??  — » 

»7  r *7 

e finalmente  z = x/'J+'f-n  — adunque,  poiché 
. l7 

fi  è porto  x—z  -t-p^,  lari 
1* 

x-  y^\q  ~qq  — £!  f 

f „ *7 

Per  ridurre  quella  alla  rterta  efpreflione  ritrovata- 
nella  prima  maniera,  bafta  moltiplicare  il  numeratore^ 
e denominatore  del  fecondo  termine  dell’  omogeneo  di 

comparazione  per  i/ \q—^\n~P±  » « farà  e®» 

. . »7  -1 

• \ 


; &Ì9— /-n—ìL  » cioè  j^i*— j?  » c 

^ 4 *7  *7 
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però  *-  j/i??  —£  +■  1^4?— 1/  , 

- ...  . -I  ‘7  \ v ; *7 

come  prima . 

La  radice  per  la  feconda  equazione  xi  +■  px — q~o 
farebbe  — ■ !j  ,v  p •; 


i. 


*7 


3 yì9+-y^n*‘pi 

, - \ì  - 4 *7 

e moltiplicando  il  numeratore  , e denominatore  del  fe- 
condo termine  dell’omogeneo  di  comparazione  per 

yif—j/iM +\£*  farà  . * 1 

*7  . ; ■ • > 


*=\ Zìi*- /in-J!  +*  iK'if—  , 

. *7  - 17 

come  prima  . * { 

La  radice  per  la  terza  equazione  — px  4.  q zz  o 


farebbe  * = l/ — ^j+-  1/ .l?f — 

' ^ »7 


3 y^qq—p} 

*7 


e moltiplicando  il  numeratore  , e denominatore  del  fe*- 
condo  termine  dell’  omogeneo  di  comparazione  per 

V— ÌS—  Ìs  » farà 

»'  r ; • F 17 


* = 1/— -!*■>- ♦-  }/— ' s*— j/*jra— , 

27 

come  prima . O o 


»7 

La 
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La  radice  per  la  quarta  equazione  4-  px  +■  q = p 

, — “ — ■ i 

farebbe  x = ^ — •“$+■  j/  ±qq+  pi  — p 

*7  77  V" 

4 *7 

.c  moltiplicando  il  numeratore  , e ; denominatore  del  fe- 
condo termine  d?ll’  omogeneo  di  comparazione  per 

ì/— \q— + ^ , farà  , 

■ . ■ • ‘ ■ 17  ' 

- |wr*’  V"  -»  .f  ""  m *■  * — ***■**■  » »<■' 

*=  1^— I?-*-  l/— V . , 

*7  ■ i t - - ; *7  1 

come  prima. 

i8*.  Er  chiaro  a vederli , che  i valori  ritrovati  dell’ 

. » ' " . . * * * 

incognita  * colla  prima  foflituziohe  x —y  +-  z eftggono 

l’eflrazione  di  due  diverfe  radici  cube,  la  dove  i fecondi 
avuti  con  la  foflituzione  x — z±.p  richieggono  l’ elìrazio- 

}* 

ne  d’una  fola;  e che  il  valore  per  la  feconda , c quarta., 
equazione  canonica  ci  comparirà  Tempre  fotto  forma  rea- 
le, perchè  la  quantità  fotto  il  vincolo  radicale  quadratico 
è tutta  pofitiva  ; ma  quello  della  prima,  e terza  farà  fotto 

forma  reale,  fé  ftà  Zqq  maggiore  di  pi  , e fotto  formai 

4 i x7~ 

immaginaria,  quando  fia  -qq  minore  di  pi  , ( e quello 


chiamali  il  cafo  irreducibile  ) 

C - ‘ ‘ * ’t  * ' 

. I « G 


*7 

ma  ciò  nulla  oliarne  non  è 
però, 

•fi!  - * .1 
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però,  ch’egli  non  fu  reale;  anzi  tutti  e tre  i valori  della 
prima,  e terza  equazione,  quando  fia  minore  di  pi 

fono  reali;  ficcome  eflfendo  ~qq  maggiore  di  pi  nella», 

17 

prima , e terza  equazione,  e generalmente  nella  feconda, 
e quarta,  le  fole  radici  o valori  cosi  ritrovati  fono  reali , 
gli  altri  due  fono  immaginar] . 

, r -E  quanto  alla  feconda,  e quarta  equazione  , ciò  è già 
flato  dimoftrato  al  num.  152.  avendo  effe  il  terzo  termine 
pofitivo.  Rifpetto  poi  alla  prima,  e terza;  cioè  quando 
il  terzo  termine  è negativo,  abbia  elafe  una  di  efTe  le  tro 
radici  ^eali,  che  fieno  af  — £, — c,  opure-^-a,  +-1 , +.  Cf 
e poiché  maàca  il  fecondo  termine,  come  fi  fuppònc.  *, 
farà  a=b+ct  e l’equazione  per  tanto , che  nafee  da  tali 
radici , farà  di  quella  forma  ari  -^-bbxti  fax  b + c ; 

* — bcx  , _ _ 

• r 0 « 

CCX  ' ' 

• ; ’ ’ * : ...  . , * • 1 

ElTendo  b , c quantità  reali,  farà  b — c quantità  pofi. 
riva, e perciò,  fc  fi  ponga  bb—2bc+-cc=D , %à  wcobb  ++ 

bc-t-cc-Ptr  3 foyc  bb^bc4-  cc=;D'+-  DDfc*.  Dbbcc-t-  b'c'i 

ma  farà  inoltre  bb+ibc+cc,  cioè  b+-c=D+-4bc%epctà 

1 * , ' . _ . _ * 

bbcc  X b i-  c=Dbbcc  +.  bici  ; e Di  > DDbc+-  Dbbcct-bicì 

4 4 *7  J 

Oo  2 i 
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è maggiore  di  PbbccM  bici  ; adunque  farà  anche  mag- 

4 « , ••  .•  'l  • ..  • • • 

' i •* 

— » j 

giore  di  bbcc  Xb+-c  , e però  bb  -t-bc-t-  cc  maggiore  di 

^ - — — - 
- 1 

bbccX  b -t-c  , cioè  il  cubo  prefo  pofitivo  della  terza  parte 

4 

del  coefficiente  del  terzo  termine  maggiore  del  quadrato 
della  metà  dell*  ultimo  , cioè  pi  .-maggiore  di  ^ qq . 

*7  . I.  ' 

Adunque  fe  eflèndo  le  radici  tutte  reali  , il  terzo  ter- 
mine è Tempre  negativo  , ed  in  oltre  pi  è maggiore  di 

*7.  . .i 

qq  ; quando  altrimenti  fi  trovi  vi  faranno  due  radici  im- 

4 ' 

maginarie , il  che  ec. 

Ritrovato  nella  fuddetta  maniera  un  valore  per  ciaf- 
cuna  equazione,  fi  avranno  gli  altri  due  col  dividere  per 
quello  valore  1*  equazione  proporta  , poiché  il  quoziente 
farà  un*  equazione  del  fecondo  grado,  che  fi  potrà  fem- 
pre  rifolvere  . • 

187.  Potrebbe!!  però  anche,  fe  più  torna  comodo, 
rifparmiarc  il  tedio  della  divifione  riflettendo,  che  ficco- 

me  tre  fono  le  radici  cube  dell’ unirà  , cioè  t,  — 1 +. 

* m r * 2 

•V — 3 , — 3 , cosi  intendendoli  qualunque 

. t <• 

1 : ce  - quan- 
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quantità,  per  efempio  ~ q*-  \/ -qq+- pl  , moltiplicata 

4 

nell'unità,  le  tre  di  lei  radici  cube  faranno 

- / -, 

j ]/ ì?+-  y/  ~qq^Pj_ 

*7 

i 3 y/  y/.7^H-£l 

*7 

* «ii  ■ ■ ■ ■ » ■ ■—  — — — 

— 1/ r i*" + j ciuindi  lc  tro 

radici  cube  della  prima  equazione  *’ — />* — q — o faran- 
no, ordinandole  però  debitamente,  le  feguenti 

•*  = y/ 7??— £L  +■ }/ ii—i/  lm—p}  > 

17  4 *7  * 

a*  — i +■  t'— . 3 \J ~fl+m  l/ { M+-P1  — 1 — ^ — 3 j/ 7? — 1/ -qq—pi , 
‘ * ’ *7  * f r 4 *7 

* = — 1— [/-,?■»- 1/ }jq—p}_— n-is— 3 1/ \q—y/'^qq—p\> 
ed  in  fatti  facendo  il  prodotto  delle  radici  tra  loro , c ponen- 
do per  brevità  i7  7} -h  1/ 1 qq—p_  = m , r/  ./ j.  55— pi  = » » 

' f f 4 *7  ' f r 4 T7 

il  prodotto  dell'ultima  x +- 1 — ; X m +■  1 — v — 3 X » 

* x ■ • 

nella  feconda  x +-  1 — v — ?X  w +-  1 +■  ^ — 3 X « fa* 

* » 

rà 
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rà  xx  4-  tu  x ttx  +•  mm  — tnn  +-  titt , che  moltiplicato  nella 
prima  * — m — n darà  xl  — 3 mnx  — mx  — »•,  e rerti- 
tuendoivalori  di  m,edis,  farà  finalmente  x'  — px — ?=e>» 
equazione  proporta . Nè  differentemente  fi  proceda  per 
l’altre  equazioni  . 

188.  Ritrovate  le  accennate  forinole. generali,  per 
applicarle  all’ufo  particolare  di  equazioni  date, ballerà  pa- 
ragonare la  proporta  equazione  con  la  corrifpondente-. 
delle  quattro  canoniche  , per  avere  indi  il  valore  della 
q , e della  p , i quali  fortituiti  nella  forinola  ci  daranno 
le  ricercate  radici . 

Sia  l’equazione  #’+■  ìaax — pa*  = o;  la  corrifpon- 
dente  delle  quattro  canoniche  farà  la  feconda  x • 4 -px — q— o, 
adunque  farà  p-iaa  , q—9a 1 , onde  facendo  la  foftitu- 
zìone  di  quelli  valori  in  luogo  di  />,  e di  q nella  efpreffio- 
ne  generale  della  radice  di  efla  feconda  equazione  t 
cioè  in 


x- y\q  +■  1/ P_'_  j 

T 1 *7 

/hi— y ^M+pi , 

*7 

farà  *=1 Z9&  4-  |/8i^  +*8 a*  4- 

* 

>o 

CO 

+ 

*» 

2 

00 

1 

11 

' % ’ 4 *7 

* 4 *7 

0 fia  x—  \/ 9*'  +•  1/  21IP0*  +■ 

I '/ 94*  ]/ 22ipa4  , 

• % ’ 108 

* r IO  i 

' 

e l’al- 
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. c l' altre  due  faranno 

* = — i-t-is—  31/94'+-  1/  22t 9a6  — 1 — V — 3 1/^5—1/2219**’, 
» » r «08  * ' t ' ~TSf 

I— K — 3 [/ pai  4-  j/ 22ipa4  — i-t- 1/ — 3 [/pai  — |/ 22ioa*  , 

x x ' 108  I ^ T ' ~~77* 

il  prodotto  delle  quali  réflituifce  la  propolla  equazione. 

i8p.  Ma  anche  fenza  rapportare  le  particolari  equa- 
zioni alle  forinole  generali , fi  podono  effe  indipenden; 
temente  rifolvere,  facendo  ufo  della  data  regola . Cosi  per 
l’equazione  2 aax — 9.2’ no,  fatta  x—y+-z  , farà 
zaax  — 2 aay  2 aaz , ed  x * —y  * 4-  3 \zyy  4-  3 zzy  4-  z ' , e folìi- 
tuiti  quelli  valori  nella  propolla  equazione  , farà  mutata  in 
— quell’altra y ' +.$zyy+.  yzzy  +.  z 2 4-  ìaay  +-  zaaz — pa  ' n o,  di 
quella  fe  neformino  due, cioè  3 zyy  4-  $zzy= — ìaay — 2 aazf 
cò  y'  +-  z'—pa*  ; dalla  prima,  dividendo  per  y+-z,  ca- 
veralll  $zy=z — 2 aa,  ciò èy  = — iaa,  che  folliamo  nclla_ 

7*~ 

feconda  dà  — 8a(  i-z^pa’ , o fia  z* — 9a,z,  = 8 a*  e 

27Z*  • ~T7 

però  z*  = p£j4-  j/8ia‘+-  8a‘  , e z = i/p«»+-  ^2ia* +-~2a*  ; 
ma  y'i-z'zzpa' , adunque  y’zzpa! — 8ta‘ -1- 8as, 

» 4 *7 

e però  > = j/  9a,—y/'8ia,+  8 a*  ; ma  y 4-  z = x , 

* . 4 *7 

adun- 


Digitized  by  Google 


29  6. 


ISTITUZIONI 


*7 


adunque  *=1/94’.+-  i/8ij‘^8.i‘  -h  1/90 1 — j/8»a‘+  8a*t 

4 *7  * 4 

la  ftelTa  come  (òpra . 

Sia  l’equazione  z>  +.  3<jzz — j(«Z4-24,=o  . Si  levi 
il  fecondo  termine  , facendo  z — x — a , c viene-, 
a-'  — Saax  +-pa'zzo.  Riferita  quella  alla  terza  canonica— , 
avremo  p = 8ja,  q — 9a\  quindi  foftituiti  quelli  valori 
nella  formoli  generale  per  la  radice,  farà 


'x-yj—va'  +*  j/ 8 ia6— 5 1 ia‘  +■  j/— ^/ 8ia*— 5123*  , 
~ T *7  » 4 *7 


i/—pa'+-  r 

/ 1 3 P<3*  4-  l 

/ — 9*7’  ] 

f f 

Z 

1 » 

108 

» 

108 


e P altre  due 


*= — 1 +■  V — 3 1/ — 9^' 4-  1/ 139** — 1 — is — 3 1/ — p£ — 1/ 1 393% 

i » 108  z z 108 


x — — x — 1/ — 3 1/ — ££4-  1/1391* — 14-K — 3 1/ — 9£ — 1/ !_39/ 

» ' » 108  » » 108 

e perchè  fi  è fatta  z — x — a,  fottraendo  la  quantità  a 
da  ciafcuna  delle  tre  ritrovate  radici,  fi  avranno  le  ra- 
dici della  propolla  equazione  z 1 4-3azz — jaaz  4-  2a’  =0. 

Sia  l’equazione  x* — paax  ■*- la'  zzo.  La  corrifpon- 
dente  delle  quattro.canoniche  farà  la  terza  *•’  — px  4-  q—o; 
adunque  farà  p zz  paa , qzzia' , onde  facendo  la  follitu- 
zione  di  quelli  valori  in  luogo  di  />,  e di  q nell’efpref- 

fione 
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fionc  generale  della  radice  di  ella  terza  equazione,  farà 

x~y  —a'  +■  j/— 7Q2J* -I-  1^—3’  — 1/ -702.1*  t efpref- 

r . . *7  ~ 
ìione  immaginaria,  quantunque  tutte  tre  le  radici  fieno 

reali,  come  appunto  porta  il  cafo  irriducibile  . 

ipo.  Nelle  equazioni  del  quarto  grado  fi  procederà 

in  quella  maniera.  Sia  l'equazione  canonica  x*  * +-pxx  + 

2x  — r=o,  in  cui  manca  il  fecondo  termine,  e fe  non 

mancafle,  da  ella  s'avrebbe  a togliere;  fi  trasformi-que- 

fla  in  una  cubica  nella  maniera  fpiegata  al  num.  1*7. 

per  mezzo  delle  due  formole  fuffidiarie  xx^yx  +.  z~o 

xx—  yx  +.  u = o , e*  farà  la  trasformata 

y**-ipy*+.ppyy  — qqzzo  , e le  due  fuffidiarie  , polli  in_ 

•*-4  ryy 

luogo  di  u,  c di  Z i valori  ritrovati  dal  paragone  de' 
termini,  faranno  xx  +-yx -+-'-p+-  ~yy q —0 

, , Ty 

xx-yx-h-p  -h-yy-h  q_=o,  c perchè 

*y 

fi  fuppone , che  quella  non  abbia  divifore  alcuno  di  due 
dimenfioni , da  elTa  fi  tolga  il  fecondo  termine  mila  , 

follit uzione  yy—t  p p , ed  averemo  la  nuova  equazione 

t'—ppt—if 

*7 

* 4rr — J8_  pr  ~o. 

1 

— qq 

PP  Si 
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Si  paragoni  quella  alla  prima  , o feconda  delle  quat- 
tro canoniche  del  num.  i8i.,  fecondo  che  4 r è minore, 

o maggiore  di  '-j>p  , per  averne  la  radice  cuba , che  per 
brevità  chiamili  h ; onde  fia  t-h  , c perchè  fi  è fatto 
yy-t—  ~p,  farà  yy-b  — ìp,  e pcròy^b  — Lp  y che 

fi  ponga  per  brevità  =g  . Nelle  due  forinole  fullidiarie  fi 
ponga  g in  luogo  di  y,  e gg  in  luogo  di  yy,  c faranno 

xx  gx  + gg  *-  J>_ — xx — gx+-gg+-_p  = 

1 % tg  X ■ l lg 

le  radici  delle  quali  fono  x — — gii  j/  qj—pg—Zgtd  ella 

» *g  * 4 

prima  , ed  x — £ il  — q — p — gg  » della  feconda-.  ; 

* *g  * 4 

e ponendo  il  valore  di  g—i^b — yp,  faranno  finalmente 


le  quattro  radici  della  propofta  equazione 
x **  +-  pxx  +■  qx  — r = 0 . 

Sia  l’equazione x * * — 86<jjxx  +■  6ooa' x — 85irt4:zo. 
Riferita  quella  all’antecedente  canonica,  farà  p— — %6jj, 

9- 
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q—6ooa' , r = 85i0+,  e però  la  trasformata  cubica  farà 
yi — i"7iajy*+-  io8ooa*yy — 3500000*  =0  ; ma  poiché 
quella  è divifibile  per  yy  — 10000,  fenza  rifolverla  con  le 
regole  delle  equazioni  cubiche  , già  fe  ne  à la  radice.# , 
cioè  ^ = 10000,  ed  ytz  ioa.  Sollituiti  quelli  valori  Mi- 
luogo di  y t e di  yy,  come  pure  i valori  di  p , e di  q 
nelle  due  fuflidiarie,  faranno  elTe  *.v+-  100* — 2300  = 0 , 

xx — 100*  +•  3700  = 0,  e le  loro  radici  .v= — 50  ±1/4800, 

x n 50  ± 1/ — 1200,  che  fono  pure  le  quattro  radici 
della  propofla.  Si  à porto  quello  efempio  per  far  vede- 
re unicamente  l’ufo  del  metodo,  mentre  la  data  equazio- 
ne fi  può  ridurre  a due  di  due  dimenfioni , colle  maniere 
• di  fopra  a fuo  luogo  fpiegate  . 

ipi.  Nelle  fole  quertioni  aritmetiche  può  avere  ufo 
quello  metodo  di  rifolvere  le  equazioni , e non  nelle  geo- 
metriche , poiché  avendoli  in  quello  modo  il  valore- 
deli’ incognita  efprertò  da  radice  cuba  , ( che  fi  fuppone 
non  poterli  attualmente  cavare , poiché  in  quello  calo 
l’equazione  avrebbe  un  diviforc,e  non  farebbe  del  grado, 
che  moftra  ) il  ritrovare  elfi  radice  cuba  geometrica- 
mente non  può  farli  altrimenti , che  con  l’interfecazione 
delle  curve,  che  è la  feconda  maniera,  e la  generale  da- 
me di  fopra  indicata  al  num.  180. 

Confille  quello  metodo  nell’ introdurre  una  nuova- 
incognita  nell’equazione,  per  indi  avere  due  equazioni  , 

P p 2 ciafcu- 


\ 
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ciafcuna  delle  quali  contenga  ambe  le  incognite  , e tutte 
due  aflìeme  le  cognite  tutte  dell’equazione  propolla  ; que- 
lle due  equazioni  fono  due  luoghi  geometrici  da  coftruir- 
fi , le  interfezioni  de*  quali  ci  determinano  i valori  geo- 
metrici, o Ila  le  radici  dell’equazione  propofla  ; e la  ra- 
gione è chiara , poiché  ficcome  dalla  combinazione  di 
due  luoghi, o fia  di  due  equazioni  indeterminate  , ponen- 
do in  una  di  quelle  in  luogo  di  una  delle  due  incognite  il 
valore  dato  per  l'altra  equazione  , nafee  un’equazione  de- 
terminata, cosi  la  determinata  può  rifolverfi  in  due  inde- 
terminate . ^ 

Sieno  adunque  le  due  equazioni  ax— zz,  xx — yzz+- 
2jz+-  ìja—o  ; fe  dalla  prima,  per  efempio  , fi  cavi  il  va- 
lore di  x , che  è zz  , e fi  follituifca  nella  feconda , nafeerì 

a 

l’equazione  determinata  del  quarto  grado  z* — faazz-b 
2ij  * z +•  $a*=o.  Adunque  fe  prefo  il  luogo  alla  parabola^. 
ax  — zz,  farallì  la  foflituzione  del  valore  di  zz  nell’equa- 
zione z*  ec.,  nafeerà  il  fecondo  luogo  xx  — yzz+-  2az+- 
3^=0  . Per  collruire  quello  fecondo  luogo,  al  centro  A, 
coll’alTe  trafverfo  CB~Sj,  e col  parametro  lì  deferi- 

s 

vano  ( Fig.  95.  ) le  due  oppolìe  iperbole  BN,  CP , Ie_* 
quali , prefe  le  afflile  z dal  punto  D lontano  dal  centro  A 
la  quantità  a verfo  il  vertice  C , faranno  il  luogo  dcll’c- 
S 

aviazione  xx  — jzz  +-  zjz  +-  ~ o . 

M Per 
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Per  combinare  rettamente  quello  col  primo  luogo 
ax—zz,  è neceffario,  che  l’origine,  e l’ affé  dell'incognita 
x fta  comune  ad  ambi  i luoghi,  e però  al  vertice  D,  col 
parametro  —a,  full' afte  DOf  parallelo  all’ affé  conjugato 
delle  oppolle  iperbole , fi  deferiva  la  parabola  della  prima 
equazione  ax  — zz  , incontrerà  effa  le  due  iperbole  nei 
quattro  punti  M,  N,  R , P,  dai  quali  condotte  all’ affé  DO 
le  perpendicolari  MI , NO , RVt  PS,  faranno  effe  jqutt- 
tro  valori  di  z,  cioè  le  quattro  radici  dell'equazione^. 
z*  * — y aazz  -t-2j!z+-3J4  = o;  pofitive  le  due  IM,  O N, 
e negative  le  altre  VR,  SP ; iqa perciocché,  le  la  z dell’ 
equazione  determinata  ( vale  a dire  ciafeuna  delle  rad. ci 
di  effa  ) deve  effere  comune  ad  ambedue  i luoghi  , non-, 
può  effcrlo,  fe  non  ne'  punti  M,  N,  R,  P,  nt’  quali  li  ta- 
gliano quelli  due  luoghi;  adunque  le  rette  MI,  NO, 
RT,  SP,  efprimenti  le  z,  fono  le  quattro  radici  dell* 
equazione  determinata  propolla 

z4  * — yaazz+-  za‘z- 1-  ia*=o. 

2pz.  E*  manifello , che  quanto  più  fi  accodano  i pun- 
ti M,  N , tanto  minore  è la  differenza  delle  ordinate 
IM,  ON  per  modo,  che  quando  un  punto  cade  nell’al- 
tro, (nel  qual  calo  le  curve  fi  toccano,  e non  fi  tagliano) 
le  due  ordinate  fono  eguali , cioè  due  eguali  radici  avrà 
l’equazione  ; che  fe  poi  fi  tagliano  le  curve  nel  vertice, 
in  cui  è nulla  l’ordinata,  avrà  l’equazione  una  radice 
eguale  al  zero  ; e fe  finalmente  nè  fi  tagliano,  nè  fi  toc- 
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cano  in  alcun  punto  le  due  curve , le  radici  della  propofla 

equazione  fono  immaginarie . 

19;.  Nell* introdurre  la  nuova  incognita  fa  d'uopo 
però  l'avvertire  di  farlo  in  «nodo  , che  i due  luoghi  fieno 
i più  femplici  relativamente  al  grado  delta  proporta  equa- 
zione; cioè  a dire , che  fe  l'equazione  è del  terzo  o quarto 
grado,  i due  luoghi  fieno  del  fecondo,  vale  a dire  fezioni 
coniche,  e farà  opportuno,  a parere  di  alcuni,  che  uno 
fia  lempre  al  circolo,  come  curva  più  femplicc  ; ma  fi 
rifletta,  che  determinando  un  luogo  al  circolo,  l’equa- 
zione all’altro  luogo  può  riufeire  in  moltiflimi  cafi  affai 
imbarazzata,  e però  in  tali  cali  preferirei  al  circolo  quell' 
altro  qualunque  luogo , che  mi  dalle  maggiore  femplicita . 
Se  l’equazione  è del  quinto  o del  fello,  i due  luoghi  fieno 
uno  del  fecondo  e l'altro  del  terzo  ; fe  è del  fettimo,  o 
ottavo,  fiano  uno  del  fecondo,  ed  uno  del  quarto,  o duo 
del  terzo,  riducendo  però  prima  quelle  dell’  ottavo  al  rio- 
no  , e cosi  di  mano  in  mano  proporzionalmente  . 

Prefa  adunque  l’equazione  del  quarto  grado 
x4  +-  2 bx'-t-acxx  — aaix — a'f  — o . 

Si  lacca  la  equazione 

I.  xx  -t-  bx—ay , e quadrando  farà  * 4 +-  2 bx 1 +-  bbxx  — aayy , 
e però  x*+-  ibx'  — aayy — bbxx.  Nella  proporta  fi  forti- 
fica quello  valore  in  luogo  di  *4+-2 bx'  , e nafeerà 


qiiell’altra  equazione 

1 1,  yy bbxx  -I - CX X dx — O 

t*  > 


e mettendo  nel  fe- 
condo 
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condo  termine  di  quefla  , lafciando  intatto  il  terzo  , il 
valore  di  xx  dato  dalla  prima  equazione,  cioè  ay — bx, 
nafcerà  la 

III.  yy — bby  +-  b * x +-  cxx — dx  — af— o,  e foftituendo 

a aa  a 

il  valore  di  xx  nel  terzo  termine  della  ftefla  feconda^, 
equazione,  lafciando  intatto  il  fecondo,  nafcerà  la 

IV.  yy  — bbxx  +-  cy  — bcx — dx  — af—  o,  epodo  inquella 

aa  a 

il  valore  di  xx , nafcerà  la 

V.  yy  +-  cy  — bby  — bcx  +■  b 1 x — dx  — af  — o , da  cui  fi- 

a 4 at 

nalmente  fe  là  fottragga  la  prima  ridotta  al  zero,  cioè 
xx-hbx  — ay  — o,  cd  indi  ad  cfTa  fi  aggiunga  , nafcerà 
nel  primo  cafo  la 

VI.  yy  ■+-  cy  — bby  +■  ay  — xx  — bx — bcx-*-  b' x — dx  — 

a a aa 

af— o,  e nel  fecondo  la 

VII.  yy*-cy  — bby — ay  +•  xx-*-bx  — bcx  ^b'x  — dx  — 

* » aa 

af—  o. 

*94-  Egli  è chiaro  , che  la  prima  equazione  è un 
luogo  alla  Parabola  apolloniana;  per  riconofcere  1* altre  fa 
d’uopo  fervirfi  delle  riduzioni  fpiegate  ai  numeri  127.,  e 
128.  Con  le  quali  trovcralfi  , che  la  feconda  farà  luogo 
alla  Parabola  quando  fi  a ac~bb;  all’Ellifli  quando  fia  ac 
maggiore  di  bb\  ed  all’Iperbola  finalmente  quando  fia  ac 
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minore  di  bb.  Che  la  terza  fari  all’dlilfi,  che  palla  ad 
elTcre  un  circolo  quando  fia  c—a,  e retto  l’angolo  delle 
coordinate  . Che  la  quarta  farà  all’iperbola,  la  quale  in 
oltre  farà  equilatera,  fe  fu  b—a.  Che  la  quinta  farà  alla— 
parabola  . Che  la  feda  farà  all’iperbola  equilatera  . Cht- 
la  fettima  farà  al  circolo,  quando  fia  retto  l’angolo  delle 
coordinate  . 

Quindi  fi  potrà  fcegliere  per  la  coftruzione  del  pro- 
blema la  combinazione  di  que’  due  luoghi , che  più  ci 
torneranno  a propofito . 

1^5.  Se  il  fecondo  termine  della  propofia  equazione 
folle  fiato  negativo , avcrebbelì  fatto  xx — bx—ay  e le— 
equazioni  nal'centi  farebbero  le  flette  di  prima , mutando 
folo  il  fegno  a que’  termini , ne’  quali  la  b è di  poteftà 
difpari  ; e fe  la  propofia  equazione  fotte  fiata  mancante  del 
fecondo  termine,  averebbefi  prefo  xx~ayt  e però,  can- 
cellando i termini  dove  fi  trova  la  b nell’ altre  equazioni  , 
faranno  ette  qnelle,  che  a quello  cafo  competono. 

15 )6.  Eflendovi  nelle  equazioni  propofie  il  fecon- 
do termine  ibx  ’ , fi  prende  il  luogo  alla  parabola- 
xxiz  bx—ay  piuttofio,  che  xx  — ay , perchè  cosi  gli  altri 
luoghi,  che  nafeono , non  anno  il  rettangolo  xy , e però 
fono  più  facili  da  cofiruirfi  . 
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• 

Sia  l’ equazione  del  terzo  grado  x * — aax  +■  la  • = o . 
Si  moltiplichi  per  x — o,  per  ridurla  del  quarto , onde  fia 
x ♦ — aaxx+-  za'x—o  ; e debbafi  collruire  per  mezzo 
d’una  parabola,  e d’un  circolo. 

Giacché  manca  il  fecondo  termine,  fi  faccia  xx  — ay , 
luogo  alla  parabola  ; adunque  foflituendo  in  luogo  di  x 4 , 
c di  xx  i valori  aayy  , ed  ay,  farà  yy  — ay  +•  ìax  = o , a— 
cui  aggiunta  la  prima  equazione  xx — ay  — o*,  fi  avrà  final- 
mente l’equazione  yy  — zay  +-  ìax  +■  xx  —o  , luogo  al 
circolo  . 

Col  diametro  BD  — 1/ 2 aa  fi  deferiva  il  circolo 
AD  ME,  ( Fig.  ptf.  ) e fi  faccia  BC—a,  farà  anche  l'or- 
dinata CA—CB—a  . t)al  punto  A condotta  la  indefinita-. 
AP  parallela  ad  ED,  e prefe  fopra  di  ella  le  affi(Te_* 
AP—y,  e chiamate  le  ordinate  PM—x,  farà  quello  il 
luogo  dell’equazione  yy  — 2 ay+-  lax  +~  xx—o . Sull’a(Te_» 
A P , in  cui  fi  fono  prefe  le  y , col  vertice  A fi  deferi- 
va la  parabola  appolloniana  MA  M dell’  equazione  xx  — ay , 
taglierà  efla  il  circolo  ne’  due  punti  A , M , dai  quali 
condotte  le  ordinate  , faranno  effe  le  radici  reali  dell’ 
equazione  x** — aaxx +■  2a'x—o,  e due  immaginarie. 

Ma  la  ordinata  nel  punto  A è nulla  , adunque  una-, 
radice  farà  =0  , come  appunto  deve  efiere  , cflendo 

Q q effa 
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cffa  (lata  introdotta  con  moltiplicare  la  equazione  propo- 
fìa  per  *=o,  adunque  farà  PM  la  radice  reale,  e ne- 
gativa dell’equazione  x ' — aax  +•  2a,~ot  e le  altre  due 
immaginarie  . Se  aveiE  moltiplicata  la  propofta  equazio- 
ne non  per  ar  = o,  ma  per  x eguale  ad  una  qualunque 
quantità,  in  due  punti  fuori  del  vertice  il  circolo  taglie  - 
rebbe  la  parabola  , uno  de*  quali  mi  darebbe  la  radice 
introdotta,  l’altro  quella  della  equaz'one  propofta. 

Ora  per  dimoflrare  , che  P M è una  radice  dell’ 
equazione  x* — aaxx  +•  ìa’x—o  , fi  confidcri , che  per 

1 

la  natura  delcircolo  è EO  XO  D=0  M,  ma  O M— — x — a , 

E0—y+v'2aa  — aì  ed  OD -a — y , dunque 

xx  +-  2ax  +■  aa—aa  +-  2ay — yy  ; ma  per  l'equazione  della 
parabola  AMihxx—ayi^  però  x*~yyt  adunque  lofii- 

tu  iti  i valori  di  yj  c di  yy , e ridotta  l'equazione  al  ze- 
ro , farà  *♦  — aaxx+-  2a'x  = o , che  è appunto  quella-, 
del  quarto  grado , di  cui  fi  volevano  le  radici , il  che  ec. 

ipy.  Se  fi  voleffe  coflruire  l’equazione  x* — aaxx  +~ 
2a’xz:o  per  mezzo  di  due  parabole,  converrebbe  fcrvirfi 
dell’equazione  ritrovata  di  fopra  yy — ay-t-2ax=ot  ed  il 
luogo  di  quefia  colla  parabola  dell’equazione  xx  = ay  de- 
terminerebbero le  radici  , che  fi  cercano . 

Si  deferiva  adunque  ( Fig.  9 7.  ) col  parametro  =r  2 a 

la  parabola  MCA  , in  cui  fatta  ed  abbuffa- 

ta 
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tiDd—~a  , che  incontrerà  la  parabola  nel  punto  At  t 
condotta  per  lo  punto  A l’indefinita  A P parallela  all* 
alle  CD  , prefe  le  afiìlfe  x dal  punto  A pofitive  verfo 
&,  e negative  verfo  P , e le  ordinate  PM=y,  farà  effa 
il  luogo  dell'equazione  yy — ay+-  tax  —o  , quindi  col 
vertice  Ax  all’ alle  AQ  fi  deferiva  l’altra  parabola  MAS 
dell’equazione  xx—ayi  taglierà  quella  la  prima  nei  pun- 
ti A , ed  M , ed  abbacata  la  perpendicolare  MP,  darà 
efla  la  radice  A P negativa  dell’  equazione  propella , e 
perchè  nel  punto  A la  perpendicolare  è nulla  r è pure 
nulla  1*  altra  radice  , come  deve  effetto  , efiendo  fiata— 
moltiplicata  l’equazione  propolla  per  x=o  , 

Imperciocché  efiendo  nella  parabola  MCA 

laCN= — x+-a,  ed  N M =y—o~,  farà  per  la  proprietà 

T ~T 

di  effa  parabola  , aa  — lax—yy — ay  +-  aa  , e foflituiti  i 

4 4 

valori  di  y , e di  yy , dati  per  la  prima  equazione  alla— 
parabola  MAS , cioè  xx~ayt  ed  ordinata  l’equazione, 
avremo  finalmente  x* — aaxx+-  la' x- :o,  che  è l’equa* 
«ione  del  quarto  grado , di  cui  fi  volevano  le  radici . 

198.  Che  fe  avelli  voluto  fervirmi  della  parabola  , 
c dell’iperbola  equilatera  , ballava  fottrarre  dalla  detta 
equazione  yy  — ay  +■  *ax  — o la  prima  equazione— 
xx  — ay  — o , e farebbe  nata  l’equazione  yy  +■  zax  — 
xx =0  , che  è un  luogo  all’iperbola  equilatera,  la  quale 

Qq  2 


CO- 
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coftruita  mi  avrebbe  date  , per  mezzo  della  interfecazio- 
ne  colla  parabola  dell’  equazione  xx  — ay  , le  radici 
cercate . • ' 

ipp.  E fc  finalmente  avelli  voluto  fciogliere  il  pro- 
blema per  mezzo  del  circolo , e dell’ iperbola , avrei  co- 
firuita  la  terza  equazione  yy — 2.jy  +.  2 ax  +-  xx  — o , luo- 
go al  circolo  , e la  quarta  equazione  yy  +-2ax  — xx^o, 
luogo  all’ iperbola,  come  fi  è veduto;  l’interfecazione  dei 
quali  luoghi  mi  avrebbe  date  le  radici  cercate . 

2eo.  Ma  fenza  moltiplicare  per  *■  l'equazione  pro- 
porla x ' — aax  +-  za'  — o , fi  avrebbe  potuto  cortruirla— 
nella  feguente  maniera  , quando  però  non  prema  d'in- 
trodurre piuttoflo  un  luogo  , che  un’  altro  . Si  faccia-, 
adunque  xx  — ay  , ed  in  luogo  di  xx  fi  ponga  nell’e- 
quazione il  fuo  valore  ay  , nafeerà  l’equazione  xy  — 
ax  +-  zaa  — o , luogo  all’ iperbola  fra  gl’ afintoti  . ' 

Si  taglino  adunque  ad  angoli  retti  le  due  indefinite 
SR  , £)T,  ( Fig.  p8.  ) e fieno  effe  gli  afintoti  delle  due 
iperbole  MM , mm  del  rettangolo  collante  — zaa,  pren- 
dendo le  affilTe  dal  punto  A lontano  dal  punto  B la-, 
quantità  a . Al  vertice  A , all’aire  A R. , col  parametro 
= a fi  deferiva  la  parabola  della  prima  equazione., 
xx  — ay  , taglierà  cita  l’iperbola  MM  nel  punto  M\  ed 
abballata  l’ordinata  P M , farà  elTa  la  radice  reale  , e 
negativa  dell'  equazione  propofia  . 

In 
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In  fatti.,  per  la  proprietà  dell'  iperbola  MM  , farà 
BPX? M——zaa  , cioè  xy — 4*  — 244  , , ma  per  la 

proprietà  della  parabola  JM,fi  àyqixx,  adunque  folli- 

a 

tuito  in  vece  di  y il  fuo  valore  , ed  ordinata  l’equazio- 
ne , farà  x ' — aax  4-  za  * = o , che  è la  propella^.  , 
il  che  ec. 

. ■ '•(<.•  ; . « ». 

Generalmente  tutte  le  equazioni  deh  terzo  grado  li 

poflono  ferapre  in  quello  modo  coflruirc  femplicemen- 
te  , fenza  ridurle  al  quarto  , con  una  Parabola  , e con 
una  Iperbola  fra  gl’Aiìntoti\ 

• -•  »*  * - » (■■■  i.  r*.  «.  * • ! ■, 

ESEMPIO  II. 

’ - m **  I • 

Sia  l'equazione  del  quarto  grado  z 4 — 544224-  24’  Z4- 
34+ =0,  la  quale  debbili  coflruire  per  mezzo  della  pa- 
rabola , e del  circolo.  Si  prenda  l’equazione*  ax  — zzy 
e fattone  il  quadrato  , fi  foflituifca  nell’  equazione  pro- 
pofla  in  luogo  di  z4,  e di  zz  il  fuo  valore  , c nafeerà 
la  feconda  equazione  xx — 54*4-2 az+-  3 44,  dalla  quale 
fottratta  primieramente  , ed  indi  aggiunta  la  prima_ 
equazione  zz — ax  — o,  fi  avrà  nel  primo  cafo  la  terza 
equazione  xx — 44*4-2424-344  — zz=o,  e nel  fecon- 
do cafo  la  quarta  **  — tfj*  4-  24Z  4-  344  4-  zz=:o,  che  è 
un  luogo  al  circolo  , e però  di  efTa  mi  fervo  per  cofirui- 
re  la  propofta  equazione  del  quarto  grado . 


Si 
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• Si  deferiva  adunque  col  raggio  ^Vjaa  il  circolo 
BMF , e prefa  dal  centro  C verfo  B ( Fig.  pp.  ) lau 
CL  — ^a,  indi  dal  punto  L eretta  al  diametro  la  perpen- 
dicolare LA— a , fi  tiri  dal  punto  A la  retta  indefinita 
AP  parallela  al  diametro  BF , faranno  le  APzzx  , e le 
corrifpondenti  ordinate  nel  circolo  P Mzzz;  e però  fari 
A il  vertice,  ed  AP  l'affe  della  parabola  dell’equazione 
ax-zzy  onde  deferitta  al  vertice  A,  coll’  affé  AP,  col 
parametro  zza  la  parabola  AM , incontrerà  effa  il  cir- 
colo in  quattro  punti  M , dai  quali  condotte  all’ afie 
A p le  perpendicolari  P M,  faranno  effe  le  radici , due 
pofuive,  e due  negative  dell'equazione  propofta 
k z4 — 5aazz-t-2a’zi- 3a*  = o . 

Ed  in  fatti , fi  prolunghi  la  P M in  D , fe  fa  bifo- 
; gnò , e farà  per  la  natura  del  circolo  BMF,  BDXDF- 

Pm\  lift  D-M—  z-Hfl  , BD  — x — sa +-  \ZJaa  , e_. 

f)  p— . +.  ix  7 aa,  adunque  zz  +•  z az  +•  aa  ~ — xx+- 

6JX — Ma;  ma,  per  la  natura  della,  parabola  AM, 
ax  — zz,  ed  xx—  z4  , adunque  fatta  la  fofiituzione  di 
. aa 

quefii  valori , ed  ordinata  l’equazione  col  paragonarla 
al  zero  , farà  z 4 — j<wzz+-  za'zj<r  — o , che  è la_» 
propofla  ; il  che  ec. 
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ESEMPIO  III. 

t 

, * ’ » *,  . • • 

Sia  l’equazione  del  terzo  grado  * » — 7,aa x 4-  f a * = o , 
che  fi  moltiplichi  per  *4-2<j,  a fine  di  ridurla  del  quar- 
to , e farà  x*+-  late'  — 3 aaxx — a'x+-  ioa4~o.  .*  . 

Si  prenda  l’equazione  alla  parabola  xx  -^ax  — ay  y 
e fatto  il  quadrato,  farà  je44-  2ax'+~aaxx  iz.aayy  , G 
foftkuifca  nell'equazione  il  valore  dei  due  primi  termi- 
ni * 4 4-  2ffx'  , cioè  aayy — aaxft , e nafeerà  la- 

II.  yy — 4** — ax  4-  io<xa  = o , ed  in  quella  foflituito  in 
luogo  di  xx  il  fuo  valore  ay—ox9  nafce’rà  la 

III.  yy  — 4‘iy+-  3^4-  ioaa  — o,  da  cui  fottratta  la  prima 
xx+-ax-*-/iy—o  „ ed  indi  aggiunta,  nafeeranno  le  due 
equazioni , cioè  la 

IV.  yy  — 3<jy  -1-  ux  4-  ioaa  — xx  ~ o nel  primo  cafo,  e la 

V.  yy $ay  4- qax  4-  io<M4-  xx  — o nel  fecondp  cafo  : 
prendo  il  primo,  e l’ultimo  luogo  . 

Per  coftruire  l’ultimo  , G deferiva  il  circolo  OS7V 
( Erg.  100.  ) del  raggio  OPzz  \a9  e prodotto  in  F , onde 
Ga  OF-ia  , ed  eretta  dal  punto  F la  perpendico- 
lare FC—FO  — iat  G tiri,  la  indefinita  C Q parallela  ad 
F P . Prefa  una  qualunque  CQ  = yt  faranno  le  corrif- 
pondenti  ordinate  negative  QS,  QN  le  x , ed  il  circo- 
lo il  luogo  della  quinta  equazione.  Si  prenda  ora  in  FC 

la 
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la  CB  = ~a  , e dal  punto  B fi  tiri  la  perpendicolarej 
BA  — ~a  , indi  al  Vertice  A,  col  parametro  = a fi  de- 
feriva la  parabola  NAMt  che  farà  il  luogo  della  pri- 
ma equazione  , prefe  le  affiffe  y fulla  retta  CQ.  Da’ 
punti  0,  N,  ne’  quali  la  parabola  taglia  il  circolo  , al- 
zate le  perpendicolari  OH,  NQ  , faranno  effe  le  due_. 
radici  reali  negative  dell’  equazione  del  quarto  grado 
lax* — $aaxx — a'  x +>  ioa4=o  « 

E perchè  0 H prefa  negativa  è eguale  a la , che  è 
la  radice  introdotta  colla  moltiplicazione  della  propofta 
equazione  in  x +■  ìa  t farà  NQ  la  radice  reale  negativa 
dell’equazione  propofla  x * — $aax 4-  ya’cio  , I* altre  due 
radici  immaginarie  . 

Imperocché,  per  la  natura  del  circolo  OSL , farà 

OGXGL^GN  , ma  OG-y  — za,  GL-^a — y , o 
,GN=. — 2 a — x , dunque  fatte  le  foftituzioni  , farà 
xx  4-  + km a*-yy — jayzzo -,  ma  per  l’equazione  alla 

parabola  N A M>  yp  xx  +■  ax , ed  yy — x 4 +-  lax  * -t-  aaxx , 

a a* 

dunque  foflituiti  nell’equazione  al  circolo  quelli  valori 
di  y , ed  yy  , farà  finalmente 

x'-t-iax' — 5<w.v.v  — a'x+-  10.tr4—  0 ; il  che  ec. 
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ESEMPIO  IV. 

Sia  l’equazione  x*  — 4 aax*  — 8 a'x'  +-  8a*xx  +- 
Ita*— o,  e perchè  è divifibile  per  xx  — +ax  +■  t^aa , ed 
il  quoziente  è l’equazione  del  quarto  grado  **->-4 ax'+- 
8aaxx  +-  8a' x +•  8j4=o  t fi  collruìfca  quella. 

Prefa  adunque  l’equazione  xx-t-2 »x~ayt  c fatto  il 
quadrato  *4  +.  44*’  +-  qaaxx  — aayy , fi  foftituifea  nell’e- 
quazione in  luogo  di  x*+- 43X ' il  valore  0^ — 4 aaxxt 
e viene  la 

H.  yy  4.  4**  + 8**.»-8<m=o,  in  quella  fi  ponga  il  valo- 
re di  xx  , cioè  ay — 2 ax  y e viene  la 

III.  yy  +■  4ay  +-  8<w=o,  da  cui  fottraggafi  la  prima, 
nafee  la 

IV.  ^7  +-  5ay  +-  8dw  — xx  — 24*  = 0 , ed  aggiunta  final- 
mente la  prima  alla  terza,  farà  la 

V.  yy  +■  3 ay  +•  8 aa  -p  xx  +•  zax  — O . 

Il  fecondo  luogo  è immaginario  ; il  terzo  è equa- 
zione determinata,  ma  le  fue  radici  fono  immaginarie; 
il  quinto  luogo  è pure  immaginario  ; il  quarto  luogo  poi 
è reale  , ed  è un’  iperbola  equilatera . 

All’affè  DC=y  1133  li  deferivano  col  centro  A 
l’iperbole  CR,  DG;  ( F/g.  101.)  fi  prenda  AB  — a , e 
fi  erigga  la  perpendicolare  indefinita  B M , in  cui  fi  pren- 

• R r . da 
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da  B e dal  punto  M conducafi  la  AfjQ  parallela 

* " 
all’aire  DC;  prefe  dal  punto  M fopra  AfQ  le  x , faran- 
no le  corrifpondenti  Q R , o fia  MT  le  y , e la  curva 
il  luogo  dell’equazione  quarta  yy+-$ay-i-8aa  — xx — 
2ax—o  . Prodotta  QM  in  N , e fatta  MN—a  , c con- 
dotta N A al  centro  dell’  iperbola  , fi  prenda  NO—at 
ed  al  vertice  0,  col  parametro  —a, all’aire  OS  fi  deferiva 
la  parabola  OM,  che  patterà  per  Io  punto  M,  indi  prefe 
fulla  MT  le  y , e le  corrifpondenti  ordinate  TL—xy 
farà'  efia  il  luogo  della  prima  equazione  xx  -t-taxzzay  ; 
ma  poiché  quelli  due  luoghi  non  fi  pofiòno  mai  incon- 
trare , come  è chiaro  , faranno  immaginarie  tutte  quat- 
tro le  radici  dell’equazione 

xx+-  qax'  +-  8a'  x+-  8a*—o  , 

quindi  la  propolla 

x* — 4<w*4 — 8<3' x'  +- 8^4xx+-  ^2as~o 
fi  trova  avere  due  fole  radici  reali  tra  loro  eguali  , cioè 
ciafcheduna  —ia  . 

201.  Ma  fe  in  oltre  fi  volelTero  coflruire  le  equa- 
zioni del  terzo  , e quarto  grado  per  mezzo  non  folo 
di  luoghi  conici , ma  di  luoghi  conici  già  dati,  o Umili 
ai  dati  , il  che  può  avere  ufo  , quando  una  delle  fezio- 
ni coniche  fia  data  nel  problema,  fi  potrà  farlo  nel  fc- 
guente  modo  , intendendo  però  , che  le  equazioni  del 

terzo 
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terzo  grado  fi  riducano  al  quarto , e quelle  fi  liberino 
dal  fecondo  termine,  fe  Jo  avellerò. 

Devo  però  avvertire  , che  quantunque  per  Io  più 
fia  bene  il  dcterminarfi  a quel  dato  luogo  conico , che 
già  entra  nel  problema  ; tuttavia  fi  deve  avere  la  mira, 
che  l’ufo  di  elio  luogo  datomon  fi  opponga  alla  maggio- 
re femplicità  della  coflruzione,  nel  qual  cafo  , non  cu- 
rato il  luogo  già  dato , tornerà  meglio  introdurne  due_. 
nuovi  . 

Volendofi  adunque  fervire  di  luoghi  dati  , o fimili 
a’  dati , I'artifizio  confifle  nell*  introdurre  nelle  equazio- 
ni due  indeterminate,  da  fidarli  poi  nel  fine  a mifura_, 
del  bifogno  . Sia  adunque  l’equazione 
z*+-  abzz  — aacz+-  a'  d—o . 

Si  ponga  z—axy  per  introdurre  la  prima  indetermina- 
ta fi  fatte  le  lortituzionioni  , farà 

x*  +■  bffxx — f'cx  + f*d  = o . 

a a a 

Si  prenda  il  primo  luogo 

I.  xx — /y  = o,  c polli  i valori  di  **,  e di  #♦,  nafee- 
rà  il  fecondo  luogo 

II.  yy-t-  bfy  — fcx*-fdzz o,  a quello  fi  aggiunga  il  pri- 

* * 4 

mo  , ed  avremo  il 

III.  xx — fy  +-yy bfy — fcx+-jfd—o.  Per  introdurre 

* 4 « 

Rr  2 la 
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la  feconda  indeterminata  g,  fi  moltiplichi  il  primo  luo- 
go per  g , ed  avremo  gxx — gfy  zzo  , che  aggiunto 

a 4 

al  fecondo  ci  dà  il 

IV.  yy  + bfy — fcx  +■  jfd-t-gxx — gfy  zzo  , e fottratto 

0 4 4 4L  4 

ci  dà  il 

V.  yy  +- bfy  —fc x +-fd -t-gfy—gxxzzo. 

a a a a a 

Il  primo  , e fecondo  luogo  fono  alla  Parabola , il 
terzo  al  Circolo,  quando  le  coordinate  facciano  angolo 
retto,  il  quarto  all’Ellifii,  ed  il  quinto  all'Iperbola. 

Debbafi  ora,  per  efempio,  cofiruire  l’equazione  per 
mezzo  d’un  circolo  dato,  e d’un*  ipcrbola  data.  Si  pren- 
da adunque  il  terzo  , e quinto  luogo  ; e quanto  al  ter- 
zo luogo  , col  raggio  CG—^f  y/.cc—^ad  +•  bb — lab  +-  aa 

ta 

fi  deferiva  il  circolo  E MG  , ( Fig.  102.  ) e prefa_. 
CD  — fc  , fi  abballi  dal  punto  D la  perpendicolare 

la 

DA—af — bfy  ( fuppofia  a maggiore  di  b , e fi  alzi 

dalla  parte  oppofia,  quando  fia  b maggiore  di  a ) indi 
dal  punto  A fulla  retta  A P parallela  a DG  prefe  le., 
aflìfle  A P — x y faranno  le  corrifpoftdenti  P M le  y , ed 
iLcircolo  F.MG  il  luogo  dell’ equazione 

.va.-  — fy  4-yy  +-  bfy — fcx  +-  jfd  zz  o . 

a a a 

Rifpet- 
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Rifpetto  al  quinto  luogo  ; per  coftruirlo  , e combi- 
narlo col  circolo,  prodotta  per  lo  punto  A , origine 
delle  x , la  retta  DA  in  H in  modo  , che 
A H—gf +•  bf,  e condotte  per  i punti  A,  H le  parai- 

24 

lele  A P , HK  alla  D G ; fi  prenda  fulla  H K verfo  il 
punto  L la  porzione  c col  centro  /,  coll’ 

*7  ■ 

affé  trafverfo  LKzzf  1/ aacc+  qajgd — ùbbg — ag‘ — 2 abgg 

là  T 

( fuppoffo  però  cc  +■  4gd  maggiore  di  bbg-t~g*+-  2 bgg  ) fi 

« 

deferiva  l'iperbola  KM  del  parametro 

KO  — f y' aacc+- qijgd — abbg — a g' — 2 abgg,  in  cui  ef- 

aa 

fendo  APzzx,  P M—y  , farà  effa  il  luogo  della  quin- 
ta equazione  . Dai  punti  M , nei  quali  effa  taglia  il  cir- 
colo , condotte  le  perpendicolari  MP  , Mp  alla  AP  ; 
faranno  le  AP  , AP  le  radici  dell’equazione 
x*-*-bjfxx — cf'x-b  df 4 zz  o . 

a * 4 . , 

E poiché  fi  è fatta  z = ax  , data  la  »,  è pure  da- 

Y 

ta  la  z , vale  a dire  le  radici  dell'equazione  da  prima-, 
propolla  z*  cc.  v ■ l ' 

Ma  fe  avelli  luppolo  cc+-  4 dg  minore  di  bbg+-  2 bgg+-  g * , 


il 
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il  luogo  della  quinta  equazione  farebbe  l’ iperbola  M M , 
( Fig.  103.  ) il  di  cui  femiafle  trafverfo 

= fy ! bbg  +- tbgg  +- g‘ — acc — 4^,  il  femiafle  conju- 

i a & 

gato  I K = f y / bbg  +•  zbgg  +-£’  — acc  — 4 agi  , ed  il 

• *g  « 

parametro  KO  dell’arte  conjugato 

— f W bbg  +-  zbgg  +-  g ' — acc — qagd  . 

T r • 

Ciò  porto  , per  foddisfare  alla  prima  condizione  , 
che  il  circolo  fu  dato  ; li  ponga , che  fia  il  raggio  di 
eflo  —r,  adunque  dovrà  eflere 
r = / 1/  cc-4id+-b&  — 2.iln-aa,  dalla  quale  equazione 

i a 

fi  cavi  il  valore  della  indeterminata  aflunta 

/= 

y/  cc  — 4 a i 4.  ih  — 2 ab-t-  aa  ; ed  il  deferitto  circolo 

EGM  farà  quello  del  raggio  =r  . 

Per  foddisfare  alla  feconda  condizione  , che  1*  iper- 
bola fia  data  : fia  zt  il  dato  arte  trafverfo  , e p il  para- 
metro, farà  adunque  2 t=_f  1/  cc+-  4 gd—bbg—g » —2 bgg, 

g T • 

e però  / = _2&f 

1/  cc  4-  — bbg  g 1 zogg  ; ma  è pu- 

' a 

re 
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re  cc+~4dg — bbg — g1 — 2bgg  , adunque  porto 

a a 

y • 

in  luogo  di  f il  valore  ritrovato  , farà  p=zgrt  da  cui  fi 

« 

ricava  il  valore  di  ap , e pollo  quello  in  luogo  di 

g nel  valore  di  /,  farà 
/=  ''zapi 


y/  ùfttcc  4-  Saptd — ibbpt  — anp  • — zabpp  ; quindi  il 

1 t 

diametro  trafverfo,  ed  il  parametro  della  deferitta  iper- 
bola  ( Fig.  102.  ) faranno  appunto  le  date  linee  2f,  e p , 
e ciò  riguardo  al  primo  cafo. 

Rifpetto  poi  al  fecondo  , cioè  quando  cc  4-  <\dg  è 
minore  di  bbg+-g'  +•  zbgg  , fi  chiami  l’afie  conjugato 
a 

della  iperbola  data  LK—zu  , ed  il  fuo  parametro 
farà  zu-f  |/  %4-  ibgg  + g'—cc—qig  , 


e q—  f y/ bbg  +■  zbgg  +-g' — cc — 4 dg quindi  fi  ritro* 

a a 

vera,  operando  come  fopra  y g— aq , 


3io  I NSTlTUZIONI 

e l’ iperboli  avrà  per  atte  conjugato  tKrw,  e per 
parametro  dello  fletto  afTe tKO  — q . Ed  il  problema  farà 
coflrui  to’ cosi  per  mezzo  d’un  circolo  dato,  e d'una 
data  ipcrbola  . 

Che  fe  non  farà  data  1* ipcrbola,  ma  dorrà  edere 
fintile  ad  una  data  , vale  a dire  , che  Patte  fia  al  fuo 
parametro  in  data  ragione  , per  efempio  di  w ad  », 
poiché  fi  è veduto  di  fopra , che  la  ragione  dell’ affé  al 
parametro  è quella  di  a alla#  batterà  fare  l’analogia  a,g:  : myn 
per  indi  avere  il  valore  di  g—  an  . 

m 

Ufando  dello,  fletto  metodo  fi  potrà  co ftrui re  l’e- 
quazione col  mezzo  di  altri  dati  luoghi  , o limili  ai  dati  \ 
come,  per  efempio,  col  mezzo  del  fuddctto  dato  circolo, 
e di  una  data  elliffi , o fimile  ad  una  data , prendendo 
in  vece  della  quinta,  la  quarta  equazione  ec. 

*•  • 

ESEMPIO-  V.' 

Sia  l’equazione  x* — axi  — aaxx — a'x  — 2<j+  = o, 
e fi  voglia  coflruire  per  mezzo  d’una  parabola  del  pa- 
rametro — a , e con  una  ellifli. fimile  ad  una  data,  il  di 
cui  atte  trafverfo’fia  al  parametro  nella  data  ragione.» 

di  b a d • • ^ 

Tolgafi  da  effa  il  fecondo  termine  colla  follituzione 

di 
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di  x = t +■  a , e farà  la  trasformata 

4 

z* — ilaazz — ij  a'z  — — o . 

8 8 ijó 

Pongo  z — ayy  per  introdurre  la  prima  indeterminata-. 

T - ' 

/,  e farà  y* — n ffyy  — i?/’v — ypy/4=o*  Prefo  per 
8 8 »$6 

primo  il  luogo  yy—fq  alla  parabola  , e fatta  la  foftitu- 
zione  de’  valori  di  y* , e di  yy  , avremo  il  fecondo  luo- 
go pure  alla  parabola  qq — ufq — 13/y  — ]9ìf  = ° ; 

”1  8 %5s 

ma  poiché  la  parabola  data  è del  parametro  —a  , po- 
tremo fervirci  del  primo  luogo  prendendo  f—a  , e però 
farà  elfo  yy—aq,  e follituendo  il  valore  di/  nel  fecon- 
do ( giacché  non  offendo  data  la  elliffi , la  prima  inde- 
terminata f riguardo  alla  medefima  è arbitraria  ) , farà 
effo  qq — — 13 ay  — 59503  — o . 

8 8 ~i)<r 

Si  moltiplichi  ora  il  primo  luogo  per  g a fine  d'in- 

^ ( a • * 

trodurre  la  feconda  indeterminata  g,  e far kgyy — agq  — ot 
. < « 
il  quale  aggiunto  al  fecondo  darà  il  terzo  luogo 
qq — naq—i^ay — 595 aa  + gyy  — agqzzo , all’elliffi. 

8 8 t;6  ~ ■ a 

Per  coftruire  quello  terzo  luogo , s*  avrebbe  a deferi- 


Sf 


vere 


3n  ISTITUZIONI 

vere  1*  eliini  MS Q ( Fig.  104.)  coll* affé  trafverfo 

SQ-2  16 gag  +.  \j6qgg  +. ■ +■  1690» , c col  para- 

li^ 

metro  zz  za  y jL6aag+-  i~6agg  +.  6^'  +■  i6pql  ; mtu. 

T *j<s& 

poiché  in  effa  la  ragione  dell' affé  al  parametro  è quell* 
di  g ad  a , e deve  effere,  per  la  condizione  data,  quella 
di  b a d , farà  g — ab  ; e però  foffituito  in  luogo  di  g 
T 

il  fuo  valore,  fi  deferiverà  Telliffì  MSQ  coll’ affé  traf- 
verfo zz  1 1/  7i6aabdi+-  i76aal>bd+- 6$aab' +■  i6paad’,c 
• Ti  ’ ' — Ì J r-  1 1 - 

col  parametro  = 1 1/ Jiójabdd*  tj6aabbd+-  ó^oab'-t-  1 (SpaaiP. 
Tb'  • * 

Ora  cJjjl  centro  C prefa  C A zz  t\ad  k-Bab, 

; ' _ \ : lód 

ed  abballata  dal  punto  A la  perpendicolare  A B zz  i$d', 

tob 

fe  dal  punto  Bfi  tirerà  la  BR  parallela  all’ affé  SQ  , 
prefa  una  qualunque  BRzzq  , farà  RMzzy  , e l’elliffi  il 
.luogo  della  terza  equazione 

qq  — x^aq—  ijay  — ^aa  +.gyy  — agq  — © . 

8 8 6 a 

AI  vertice  B , affé  BR  , col  parametro  —a  fi  de- 
scriva la  parabola  MBM  dell’equazione  yy  — aqt  taglierà 
ella  l’elliffì  ne’ due  punti  Mt  M\  dai  quali  condotte-. 

le 
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le  perpendicolari  RM  , RM  alla  retta  B R , faranno 
ciré  le  due  radici  reali  della  proporta  equazione  . 

Imperciocché-,-  - per  la  proprietà  dell’ ellifli  ,<  farà 

SPXPQ  ^ PM  9 come  l’arte  trafverlo  al  parametro 
ma  CP~  q — i ud — t e però 

icd 

SP—  1 |/  7 1 6*abid +•  1 7 óaadbb  +.  ó^aab » +-  1 d9aad » +.  a 

1 6dr  ' b 

li  ad — 8 ab,  e 

lód 

PQ.~±]/ 7~i6aabdd  +-  iy 6, iaif?b  +- <*4,^ > +.  l6oi ld ■ 

*o<r  7 * 

1 Mi -h8.i», ed  inoltre RAf=^— imì,  adunque  avremo 

lui  ■' 

l’analogia  JuSaabdi-h  \76aabbd + 6$aab' +.  t49aad' —aa*. 

~~^bld 

I Miy-H  8%  — MMfliJ—  Ijó.iabd — à^aabb  ,yy — 1 3*^ 
\69aadi::  x , 1 j ; e però  l’equazione 

<1  A 

ffjaabdd—rdqq  i iadq+-  %abq  — byy  — lj^iys  ma  per 

1 equazione  alla  parabola,  è yy~aq\  fortituiti  adunque 

in  luogo  di  e di  qq  i loro  valori  yy , y\  ed  ordina- 

• ~T  T. 

ta  l’equazione,  e dividendo  per  d , e moltiplicando  i 

termini  per  aa  , farà  — 11  aayy — i^a'y — $9ja*  zzo. 

8 8 ajtf 

sf  * Ma 
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Ma  per  la  foflituzione  fatta  di  z zzay  abbiamo  (ef- 

7 

fendo/=«),dunquefaraz4 — t laazz — i^a't — JPJfi4—0» 

8 8 *5<S 

che  è l'equazione  ridotta,  alle  radici  della  quale  ag- 
giunto a , faranno  efife  le  radici  della  propolla 

4 

x* — ax * — aaxx — a* x — ia*  — o,  il  che  cc. 

Era.  fuperfluo  il  fare  tutta  quella  fatica  fopra  un* 
efempio  , che  di  natura  fua  è piano  , e non  folido  , 
effèndo  la  propolla  equazione  divifibile  per  x+-a  , e_» 
per  x — za  ; ma  fervirà  per  fare  vedere  1*  ufo  del 
metodo  . 

ao2.  Le  equazioni  del  quinto , c fello  grado  fi  co- 
flruiranno  per  mezzo  di  due  luoghi , cioè  uno  del  ter- 
zo grado  , e l’altro  conico  . 

ESEMPIO  VI. 

• 

Sia  l'equazione  x'-t-aax'. — a' zzo.  Prendo  la  pa- 
rabola apolloniana  xxzzay  , e fatte  le  foiìituzioni , nafee 
il  fecondo  luogo  xyy  +-  axy  — a' zzo  . Nulla  fin’ ora  fi  è 
parlato  della  coflruzione  de’  luoghi  fuperiori  alle  fczio- 
ni  coniche  , eflendomi  riferbata  a trattarne  nel  feguente 
Capo,  perchè  cosi  necetTariamente  elìgge  l’ordine;  per 

ora 
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ora  adanque  fi  fuppongano  , e però  defcritta  la  curva 
de’  tre  rami  MCH  , FE , PNO  ( Fig:  105.  ) dell*  equa- 
zione xyy-t-xxy — a'ro,  in  cui  le  AB  fono  le  x,  e_. 
le  BC  le  y ; al  vertice  A , affé  AL  , parametro  = a fi 
deferiva  la  parabola  apolloniana  RAC  , incontrerà  effa 
il  ramo  MCH  nel  punto  C , e però  abballata  la  per- 
pendicolare  CB  , farà  AB—x  la  radice  pofitiva,  e reale 
dell’equazione  propofia  , e l’ altre  quattro  immaginarie. 
Volendofi  coftruire  la  medefima  equazione  per  mezzo 
d’un’iperbola  fra  gl' afintoti , e parimenti  per  un  luogo 
del  terzo  grado  , fi  faccia  xy  — aa  , fofiituendo  farà 
x'-t-aax  — ayy—o. 

All’affe  AB,  con  le  afflile  AB  — x , e le  ordinate 
BC—y  ( Fig.  io  6.)  fi  deferiva  la  curva  CAN , che  è 
il  luogo  dell’equazione  x’+-aax — ayy  — O,  c fra  gl’ 
afintoti  AB,  AG  fi  deferiva  I’iperbola  MCH  dell’equa- 
zione xy  — aa  , prefe  le  x fui  medefimo  affé  AB  \ ta- 
glierà effa  la  prima  curva  nel  punto  C , da  cui  abbaf- 
iata  la  perpendicolare  CB  , farà  AB—x  la  radice  dell’ 
equazione  propofia  , il  che  ec. 

Moltiplico  ora  la  medefima  equazione  per  *=o,  a 
fine  di  ridurla  del  fello  grado, ed  ó x‘  +-aax* — a'  x — 0% 
Prendo  il  medefimo  luogo  alla  parabola  xx—ay,t  fat- 
ta la  foftivuzione , nafee  il  fecondo  luogo  y'  +•  ayy  — aax  — o, 
che  è la  curva  NBAM  ( Fig,  107.  ) , prefe  le  afliffc_. 
A P —y  , e le  P M—x . 

Col 
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Col  vertice  A , all’ arte  AP , col  parametro  zza 
deferitta  la  paratola,  apolloniana  AM  dell’  equazione 
xx— ay  , taglierà  ella  la  detta  curva  nel  Vertice  A , il 
quale  ci  dà  una  radice  x — o , che  è appunto  la  intro- 
dotta nell’equazione  , la  taglierà  in  oltre  nel  punto  M , 
ed  abbacata  la  perpendicolare  MP  , farà  ella  l’altra- 
radice  dell'equazione  x‘  ec. 

Volendoli  fervire  della  parabola  prima  cubica— 
x ’ = aay  , fi  faccia  la  foflituzione  nell’  equazione-» 
x * +-aax+ — a'x  — o,  e nafee  il  fecondo  luogo 
yy+-xy  — ax  — o all’ipcrbola  apolloniana. 

Sulla  indefinita  AP  ( Fig.  108.  ) fi  deferiva  il  trian- 
golo ACP  rettangolo  in  C,  ( fuppollo  , che  l’angolo 
delle  coordinate  dell’equazione  yy  +■  xy — ax~o  fi  vo- 
glia retto  ) e fia  AC,  CP::i,  1 ; al  centro  A , col  fe- 
midiametro  trafverfo  A Fzzav  5 , col  parametro  = 2 a 

’ K5 

fi  deferiva  l’iperbola  apolloniana  FM , la  quale,  con- 
dotta dal  punto  F l’ indefinita  FQ  parallela  ad  AC,  e 
prefa  una  qualunque  FQ  — x , e QM  parallela  a CP 
eguale  ad  y, Tara  il  luogo  dell’  equazione  yy  +•  xy  — ax  — o. 
All’  afie  FL  parallelo  a P C fi  deferiva  la  parabola  cubi- 
ca NFM  dell’equazione  x'—aay ; taglierà  clfa  l’ iper- 
bola  nel  vertice  F,  che  ci  dà  la  radice  x—or  e nel 
punto  M , dal  quale  abballata  la  perpendicolare  MQ 
fopra  FQ  , determinerà  eira  l’altra  radice  FQ  dell’equa- 
zione x'-t-aax*  — a'x  — o.  Se  * 
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Se  la  noftra  equazione  ave  fife  ?vuto  il  fecondo  ter- 
mine , volendoli  fervire  della  parabola  cubica  ci  farebbe 
nato  un  fecondo  luogo  del  terzo  grado,  quindi  o s'avreb- 
be dovuto  fare  fparirc  eflò  fecondo  termine  , o fervirfi 
d’altro  luogo. 

ESEMPIO  VH. 

Sia  l’equazione  del  fedo  grado  x * +-  ex 1 +-  a ! x — a ‘ ~o. 
Prendo  il  luogo  alla  parabola  apolloniana  xx—ay.  Fatte 
le  foftituzioni , farà  il  lecondo  luogo  y ’ +-  xyy  +-  aax — a 1 =0, 
che  è la  curva  CBM  ( Fig.  top.  ),  prefe  le  aftìlle-. 
jìp—y  , e le  ordinate  P M—  x . . ‘ 

Al  vertice  A , col  parametro  zza,  all*  affé  APCi  de- 
feriva la  parabola  MAM dell’  equazione  xx—ay  , taglierà  eda 
la  detta  curva  ne*  due  punti  M , M , dai  quali  condot- 
te all’aire  le  perpendicolari  MP  , MP , faranno  elTe  le 
due  radici , una  pofitiva  , c l’altra  negativa  dell'  equa- 
zione propofla  x‘ 4-ax'  + a* x — o‘  = o,e  le  altre  quat- 
tro immaginarie  . 

203.  Le  equazioni  del  fettimo  grado  fi  coftruiran- 
no  per  mezzo  di  due  luoghi  del  terzo  , o pure  con_. 
uno  del  fecondò  , ed  uno  del  quarto  , ma  poiché  mol- 
tiplicandole per  l’incognita  fi  riducono  all’  ottavo  , c 
quelle  dell’  ottavo  fimilmente  fi  colìruifcono  con  un 

luogo 
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luogo  del  fecondo  , e l’altro  del  quarto  , mi  acconten- 
terò di  dare  un’cfempio  di  quelle  dell’ottavo. 

ESEMPIO  Vili. 

Sia  l’ equazione  dell’  ottavo  grado  * ' +■  ax7  +-  a * * ’ — 
a'  — o . Prefa  l’equazione  alla  parabola  apollonianju. 
xx  — ayy  e fatte  le  foftituzioni  , nafee  il  fecondo  luogo 

xy'  +-  axyy — <j4  = o , che  è la  curva  GBF  C MJV, 
( Fig.  i io.  ) prefe  le  afflile  A P —y , e le  ordinate  P M=x . 

Al  vertice  A , parametro  —a  , affé  AP  fi  deferiva 
la  parabola  apolloniana  MAN  dell’  equazione  xx—ay  , 
incontrerà  effa  la  detta  curva  ne*  punti  M , N dai  quali 
condotte  le  perpendicolari  MP  , NQ  all’ affé  , faranno 
effe  le  due  radici  reali , l’una  pofitiva,  e l'altra  negati- 
va della  propofia  equazione  , e le  altre  fei  immaginarie. 

204.  Qui  fi  deve  avvertire  , che  le  equazioni  del 
nono  grado  , ficcome  quelle  dell’ottavo  ridotte  al  no- 
no , col  moltiplicarle  per  l’incognita,  fi  potranno  Tem- 
pre cofiruire  per  mezzo  di  due  luogi  del  terzo  grado  , 
facendo  però  fparirc  il  fecondo  termine , quando  lo 
avellerò  . 

Cosi  generalmente  le  equazioni  del  decimo  grado 
fi  porranno  cofiruire  per  mezzo  di  un  luogo  del  terzo, 
c di  uno  del  quarto,  e fimilmente  quelle  dcll’undeci- 

mo, 
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mo  , c duodecimo, avvertendo  però  di  ridurre  quelle  dell* 
undecimo  al  duodecimo  col  moltiplicarle  per  l'incogni- 
ta, e di  fate  fvanire  dalle  equazioni  del  duodecimo  gra- 
do il  fecondo  termine , quando  lo  abbiano  ; c proporzio- 
nalmente s'intenda  delle  equazioni  di  grado  fuperiorc. 

205.  Un’altra  maniera  di  coflruire  le  equazioni  di 
qualunque  grado  può  edere  per  mezzo  d’un  luogo  dello 
Aedo  grado  dell’equazione  proporta  , e d’una  linea  retta 
nel  feguenr? modo. 

Sia  l’equazione  del  quinto  grado 

x' — bx*-t-acx' — a.iixx  +.  a*  ex  — a*f =0. 

• • 

Trafportato  dall’altra  parte  l’ultimo  termine  a4/,  e po- 
llo uno  dei  divifori  lineari  dell’  ultimo  termine  , per 
efempio,  /=  z,  dividafi  l’equazione  per  a4,  onde,, 
avremo  zzzxs — bx*+acx 1 — a adxx  +-  a * c x . 

a 4 

Sull’indefinita  B-Q,  dal  punto  fido  B prendendo  le 
#,  ( F/g.  ni.)  fi  deferiva  la  curva  BMDRNLFC  di 
queft’ ultima  equazione  z—xl  ec. , faranno  le  ordinate 

a 4 

PMy  SR  ec.  eguali  a z,  e però  condotta  dal  punto 
B la  retta  BA-f,  parallela  alle  ordinate  PM , SR  , e 
per  lo  punto  A la  indefinita  KC  d’ambe  le  parti  , e pa- 
rallela a BQ  ; dai  punti , nei  quali  eda  taglia  la  curva, 
abbadatc  le  perpendicolari  MP , RS , CQ  , determine - 

Tt 


ranno 
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ranno  effe  le  affiffe  BP , BS  t BQ , che  fono  le  radici 
dell’  equazione  proporta  ; intendendo  le  pofitive  da  B 
verfo  Q , e le  negative  dalla  parte  opporta  . 

Se  la  retta  AC  toccherà  la  curva  in  un  punto  , 
la  corrifpondente  affida  * efprimerà  due  radici  eguali  ; 
e fe  in  neffun  punto  la  incontrerà , faranno  tutte  le  ra- 
dici immaginarie. 

Se  l’ultimo  termine  averte  avuto  il  fegno  pofitivo, 
s’avrebbe  fatto  z-—  /,  e però  s’avrebbe  preti  B A =—f , 
cioè  al  difotto  del  punto  B nel  fenfo  dei  negativi  . 

206.  Può  fervire  quella  maniera  per  verificare  le 
cortruzioni , che  il  fanno  con  la  combinazione  di  due 
curve , confrontando  il  numero  delle  radici  reali  , imma- 
ginarie , pofitive  , e negative  ritrovate  con  quelle,  e con 
quella . 

PROBLEMA  I. 

207.  Ritrovare  tra  due  date  quantità , quante  medici 
geometricamente  proporzionali  fi  vogliano  . 

Sieno  le  date  quantità  a , b . Chiamo  x la  primi 
delle  medie  proporzionali , e formo  la  progreffionc  geo- 
metrica a 3 x t xx  , xj  , jk •* , ec. 


Digitized  by  Google 


* 


ANALITICHE.  jjt 

Se  fi  vogliano  due  medie  proporzionali , il  quar- 
to termine  della  progreflbne  dovrà  ettere  b , e però 
avremo  l’equazione  x'=zaib : per  coftruirla  colla  para- 
bola , e col  circolo' , la  riduco  al  quarto  grado  moltipli- 
candola per  x—o  , ed  è x * — aabx—Oi  prefo  il  luogo 
alla  parabola  xx—ay,  e fatte  le  foflituzioni  , nafee  il 
fecondo  luogo  yy — bx—o,  pure  alla  parabola,  da  cui 
fottraendo  il  primo,  nafee  il  terzo  yy  — bx  — *v+-  ay  — ot 
all’  iperbola  , ed  aggiunto  il  primo  al  fecondo,  farà  fi- 
nalmente yy  — bx-t-xx — ay  — o , luogo  al  circolo  , fup- 
poflo  retto  l’angolo  delle  coordinate. 

Col  raggio  CG  = \s  aa  +•  bb  fi  deferiva  il  circolo 


OMA  ( Fig.  n 2.  ) , c prefa  CB—\a , fi  abbatti  la  per- 
pendicolare BA  — \b  , la  quale  incontrerà  il  circolo  nel 
punto  A , da  cui  condotta  la  AQ  parallela  al  diametro 
OG,  e prefa  una  qualunque  porzione  AQ—y  , farà 
Q M —ve,  ed  il  circolo  il  luogo  dell’equazione  yy  — bx  + 
xx  — ay—o.  Al  vertice  A,  attfe  AQt  parametro  —a  fi 
deferiva  la  parabola  xx  — ay  , incontrerà  cfla  il  circolo 
nel  punto  M , da  cui  abbattala  la  perpendicolare  M£), 
farà  otta  la  radice  dell’equazione  propolìa;  giacché  il  vertice 
della  parabola,  ettendo  nella  periferìa  del  circolo,  mi  da- 
rà l’altra  radice  x — o da  me  introdotta;  le  altre  due 
fono  immaginarie  . 

Prefa  la  prima  , e la  feconda  equazione  fi  collrui- 
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rà  il  problema  per  mezzo  di  due  parabole  apolloniane  ; 
prefa  la  prima , e la  terza , fi  coftruirà  il  problema  per 
mezzo  della  parabola , e dell’  iperbola  riferita  ai  dia* 
metri . 

208.  Senza  moltiplicare  l'equazione  x * — aab  — o 
per  x—o  , fi  poteva  coftruire  con  la  parabola,  e 1* iper- 
bola fra  gl’ afintoti , poiché  prefo  il  luogo  xx  —ay  , e- 
fatta  la  foftituzione  , nafee  xy  — ab. 

Fra  gl’ afintoti  NN,  QQ  ( Fig.  115.  ) fi  deferiva- 
l’ iperbola  MM  del  rettangolo  collante  ab  , e fieno  AP 
le  y , P M le  x ; all’ alfe  AP  , col  vertice  A , parame- 
tro = a fi  deferiva  la  parabola  A M , dal  punto  M , in 
cui  taglia  l’iperbola,  abballata  l’ordinata  MP , farà  efla 
la  radice  dell’  equazione  proporta  . 

Ritrovata  la  prima  delle  due  medie  proporzionali  , 
fi  à*anche  là  feconda  eguale  alla  affifTa  A P —y  — xx  . 

a 

209.  Per  ritrovare  tre  medie  proporzionali  il  pro- 
blema è piano  , perchè  ritrovata  geometricamente  quella 
di  mezzo  , che  fia  per  efempio  m , la  media  fra  a , ed 
m farà  la  prima  delle  tre  , e la  media  fra  m , e b farà 
la  terza  . 

210.  Debbanfi  ritrovare  quattro  medie  proporzio- 
nali , adunque  dovrà  eflere  b il  fello  termine  della  pro- 
grelfione  , e però  fi  avrà  l’equazione  x'—a*b. 

Prcn- 
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Prendo  il  luogo  alla  parabola  apolloniana  xx  — ay , 
e fatta  la  loflituzione  , nafce  il  fecondo  xyy — aab  — o , 
che  è l'Iperboloide  del  terzo  grado.  E però  fra  gl’ afin- 
toti QQy  RR  defcrivafi  l’iperboloide  MN,  mu  dell’e- 
quazione xyy~aab , ( Fig.  1 14.  ) prete  le  aflìffe  AP—y  , 
le  PM~x  . Ora  deferirla  al  diametro  AQ,  vertice». 
A la  parabola  dell'equazione  xx~ayt  e dal  punto  M, 
in  cui  incontra  l’iperboloide  , abballata  l’ordinata  AfP, 
farà  cfla  la  radice  dell’equazione  x ‘ — a*b—ot  e la», 
prima  delle  medie  proporzionali,  che  ft  cercano,  per 
mezzo  della  quale  fi  trovano  le  altre . 

21 1.  Anche  per  mezzo  dell’ iperbola  apolloniana». 
fra  gl’ afintoti  , e della  feconda  parabola  cubica  li  può 
collruire  il  problema. 

Si  faccia  adunque  aa—xy  , luogo  all’ iperbola  fud- 
detta  , e foflituito  in  luogo  di  a 4 il  valore  xxyy  , nafee 
il  luogo  x’~byy  t feconda  parabola  cubica. 

AU’alTe  AQ  (Fig.  115.)  fi  deferiva  la  feconda  pa- 
rabola cubica  RAN , in  cui  le  A Q fono  le  x , e le 
QN  \e  y ; e fra  gl’ afintoti  STt  MQ  deferitta  l' iperbo- 
la NN , ed  abbacata  dal  punto  IV,  in  cui  incontra  la 
parabola,  la  ordinata  NQ  ; farà  AQ  la  radice  dell’e- 
quazione propofla  , cioè  la  prima  delle  quattro  medie 
proporzionali . 

2 12.  Per  ritrovare  cinque  medie  proporzionali  il 

pro- 
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problema  non  è fc  non  cubico,  imperciocché  ritrovara 
quella  di  mezzo  geometricamente  , che  Ha  per  efempio 
tn , per  avere  le  due  medie  fra  a , ed  m il  problema  è 
cubico  , come  fi  è veduto  * 

Per  poca  attenzione  , che  fi  ufi , è facile  a vede- 
re, che  il  problema  di  ritrovare  fci  medie  proporziona- 
li fi  cortruirà,  o con  un  luogo  del  fecondo,  ed  uno  del 
quarto  grado  , o con  due  del  terzo  ; ma  per  averne 
fette  , ritrovata  quella  di  mezzo , il  problema  fi  riduce 
a cercarne  tre  , c così  decorrendo  fi  vada  di  numero 
maggiore . 

PROBLEMA  IL 

213.  Date  le  due  corde  B A , D C del  circolo  A B C D , 
( Fig.  utf.  ) che  partono  dall’  eflremità  del  diametro  BD  , 
e data  la  terza  corda  AC  , dimanda  il • diametro  BD 
del  circolo  . 

Si  conduca  la  corda  BC,  e fi  chiami  AB  — a , 
AC—bt  DC—c,  il  diametro  BD  — x , e fi  abballi  la 
perpendicolare  BM  fulla  corda  AC.  Poiché  l’angolo 

B CD  nel  femicircolo  è retto  , farà  B C — ^xx  — cc  , 
e perchè  gli  angoli  BAC,  BDC  infilìono  al  medefi- 
mo  arco  BC,  e di  più  gl’angoli  M,  e BCD  fono  ret- 
ti , faranno  fintili  i due  triangoli  BCDt  BAM  , quin- 
di 
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di  farà  AM—ac-,  mi  per  la  dccimatcrza  del  fecondo 

_ 1 __  1 — t 

d’Euclide,  è BC=AB+-  A C — 2 CAM  , adunque  farà 
l'equazione  xx  — cc  — aa-hbb — 2 abc^  cioè 

* . 

x'  — ccx  — aax- — bbx4~iabc  — o. 

La  moltiplico  per  a?,  a fine  di  ridurla  del  quarto 
grado  ’ c cosi  coflruirla  per  mezzo  della  parabola  , e 
del  circolo;  ed  è x * — ccxx  — aaxx  — bbxx  +-  labcx  — o. 
Prcfo  adunque  il  luogo  alla  parabola  , che  abbia  per 
• parametro  la  minore  delle  tre’  corde  , che  fia  per  efem- 
pio  c , cioè  prefa  xx— cy  , e fatta  la  foftituzione , na- 
fee  il'  fecondo  luogo  yy  — ccy  — aay  — bby  -4-  2 abx  —ot 

k • C 

che  è pure  alla  parabola  , a cui  aggiunta  la  prima— 
equazione  xx  — cy  — o , avremo  finalmente  il  luogo  al 
circolo , prefe  le  coordinate  in  angolo  retto  , 

yy  — iccy  — aay— bby  +-  labx  +•  xx  —o, 
c t 

Al  raggio  A C =:  V aabb  -e  eemm  ( facendo  per  bre- 

c 

vita  m — icc  + aa  +-bb)  fi  deferiva  il  circolo  AMBP  , 

it 

e prefa  ( Frg.  117.  ) CD  — m , fi  erigga  dal  punto  D 
la  perpendicolare  DE— ab  , che  terminerà  nella  perife- 

e 

ria 
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c l’iperbola  fra  gl’ afintoti  ; faccio  adunque  yy—rz  , farà, 
fatta  la  fortituzione  , zy — ^ryt~jfr=o,  equazione  all* 

T . « 

jperbola  ... 

Sia  ( Fig.  in.)  AR—^r  , ed  AB—~f  ; prodotte 

indefinitamente  dall* una  c dall’altra  parte  le  A R , AB  , 
fra.  ci Te  come  afintoti  fi  deferiva  l’iperbola  TP  tp , che 

paiferà  per  Io  punto  0 ; indi  prefa  la  RC—-^r,  e dal 

punto  C condotta  la  CI  indefinita,  e parallela  ad  AI., 
fe  fi  prenda  una  qualunque Cl—y , farà  lP  — z,e  l’ ipcrbola 
il  luogo  dell’equazione  zy — $ry+-fr  — o.  Al  vertice  C, 

4 4 

diametro  CM , parametro  = r fi  deferiva  la  parabola— 
NCtì , taglierà  quella  l’iperbola  nei' tre  punti  T,P,N , 
dai  quali  condotte  le  TS , PQ,  NM  parallele  ad  AL, 
faranno  ette  le  tre  radici  dell’equazione  . 

E’  chiaro,  che  la  parabola  taglia  l’iperbola  TP  nei 
punti  T,  P,  poiché  eflendo  CR  — r , porto  querto  va- 

4 

lore  in  luogo  di  z nell* equazione  alla  parabola  yy—rz, 
ci  dà  y—~r , ma  ~r  è fempre  maggiore  di  ~f,  adun- 
que l’ordinata  nella  parabola  corrifpondente  al  punto  R 
farà  maggiore  di  R 0 , e però  la  parabola  patterà  al  di 
dentro  dell’iperbola. 

Ma  giacché  è dato  il  circolo  nel  problema , tome- 
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rà  molto  meglio  il  fervirfx  di  quello  per  la  cognizione , 
coll’ introdurlo  prima  di  giungere  all’equazione  finale, eciò 

col  porre  la  linea  HL  ( Fig . 120.),  cioè  i/rr — yy  —z  ; fari 
adunque  DE  — ay,c  D Fzz  2 y i-ay  , e però  l’equazione 

X Z 

ìy  +-  ay—f^  cioè  zyz  +- ay  —fz  , luogo  all’  iperbola  fra_ 

Z 

gl' afintoti . 

Divifa  per  metà  la  DF  in  P,  ( Fig.  122.  ) per  Io 
punto  P,  fi  conduca  la  indefinita  PN  parallela  ad  ACt 
c prefa  QO=.\at  per  lo  punto  O fi  conduca  V&.  in- 
definita , e parallela. a KC.  Fra  gl* afintoti  PNt  V a fi 
deferiva  l’ iperbola  del  rettangolo  aft  la  quale  pafferà 

4 

per  lo  punto  C , è prefe  le  y filila  linea  C£>  pofitive_» 
verfo  il  punto  K , le  corrifpondcnti  ordinate  faranno 
z , e l’ iperbola  il  luogo  dell’equazione  zzy +-  ay — /ziro. 

Taglierà  quella  il  circolo  ne’  quattro  punti  H,  R, 
Af,  St  dai  quali  condotte  perpendicolari  ad  AC  le  HX, 
RGy  MYy  ST  y faranno  effe  le  radici  dell’equazione-., 
rre  pofitive  HX,  RG  t MYy  ed  una  negativa  ST . 

E’  chiaro , che  la  radice  HX  , o fu  CL  ferve  per 
la  divifione  del  dato  arco  F AB  ; ficcome  la  radice  YM 
ferve  per  la  divifione  del  refiduo  F MB  a tutto  il  cir- 
colo , imperciocché  le  mi  folli  propolìa  di  dividere  l’ar- 
co F MB y avrei  avuta  la  medefima  equazione,  o fia  il  me- 
defimo  luogo  . 

La 
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La  radice  RG  a nulla  ferve , ma  fi  avverta  però  „ 
che  ella  è =/,  cioè  quella  , per  cui  è divifibile  l’equa* 
zione  , che  rifulta  dai  due  luoghi  rr—yy-zzt  zz ;y+- 
ay — fz  — o,  cioè . l’ equazione  folùty  ritrovata  di  fopra_ 
y 4 — fy'  ec. 

E per  dimoftrarlo  , prefa  = farà  l’or- 

dinata corrifpondente  del  circolo’  G R—f[  ma  wG  — 
P D — ~f , dunque  wR  — -f\  ma  il  rettangolo  collante 

dell’ipcrbola  è aft  dunque  l’iperbola  taglierà  il  circolo 

4 

nel  punto  R , c però  la  radice  RG  corrifpondente  a_. 
quello  punto  c : = f. 

L’altra  radice  TS  ferve  per  la  divifione  in  tre  par- 
ti eguali  di  tutto  il  circolo  , il  che  fi  può  in  quello  mo- 
do dimoftrare  . ' v 

Poiché  FD  — RG,  faranno  eguali  gl’ archi  FKf 
XR,c  però  prodotta  la  R G in  Z,  farà  l’arco  F AB  — R MZt 
farà  adunque  FR  , o fia  BZ  metà  della  differenza  dei 
due  archi  FAB  , FMB  ; ma  fe  fi  feioglierà  il  problema 
relativamente  all’arco  BZ,  fi  troverà  la  flelfa  iperbola 
HCS , e farà  ZS  un  terzo  dell  arco  BZ  , cioè  un  ter- 
zo della  metà  della  differenza  degl’ archi  FAB  , F MB, 
e però  BS  im  terzo  dèlia  detta  di  fferenza  ; ma  HB  è 
due  terzi  di  FAB  , e però  un  terzo  della  fomma  dei 
due  archi  FAB  , RMZ  , dunque  la  fomma  di  HB  , e 

BS, 
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B S , cioè  l' arco  H 5 farà  la  terza  parte  di  tutto  il  cir- 
colo , il  che  ec.  * . • • . ■ • . - •;  . 

ai 6.  Quello  Problema  è flato  fciolto  in  un’  altra-, 
maniera  al  num.  n©  , e fi  è veduto  , che  nel  cafo  , 
che  il  dato  angolo  fìa  retto  il  Problema  è piano . Negl* 
altri  due  cafi  dell’angolo  ottufo  , ed  acuto  fono  giunta 
alle  due  equazioni  cubiche  ib%' — $aaxx  +•  a*  = o , 
2 bx’  +-  3 aaxx — a 4 =o  . 

Ma  fe  fi  rifletta,  che  prefa  nella  prima  equazione, 
che  ferve  per  l’angolo  ottufo,  la  x negativa  , fi  muta^. 
efla  nella  feconda  , che  ferve  per  l’angolo  acuto,  balle- 
rà coflruire  l’equazione  del  primo  cafo  , poiché  la  ra- 
dice negativa  di  queflo  darà  la  foluzione  per  l’altro. 

Moltiplico  adunque  la  prima  equazione  per  *=o, 
a fine  di  ridurla  del  quarto  grado  , e la  divido  per  ib, 

farà  efia  pertanto  .v4  — i,aax'  +-  a*x  = o. 

• ...  ai 

Prendo  l’equazione  alla  parabola  xx  — ^aaxzzay, 
c fattone  il  quadrato,  farà  a 4'~$aax'  +-9a‘,xx  —aayy  , 

ai  i 6bb 

onde  foflituito  in  luogo  dei  primi  due  termini  x*—^aaxì 
il  loro  valore,  farà  yy  — paaxx  4-  a.ix  zzo  . 

lóti  a t 

I - f • * * * . * 

Soflituifco  in  luogo  di  .v.v  il  fuo  valore  ay  +-  ^aax  , 

4 b 

ed 
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ricercato  diametro;  la  negativa  QP  ci  fornifee  il  dia- 
metro per  un’altro  cafo  , cioè  quando  le  due  cord<L,  , 
che  terminano  al  diametro , fieno  condotte  dalla  mede-: 
lima  parte  , come  nella  Fig.  118.  Imperciocché  , fatte., 
le  lìdie  cofe  di  fopra  , fi  conduca  in  oltre  la  corda_ 
AD ; eflendo  retto  l’angolo  D AB  , faranno  i due_. 
DAC  t MAB  eguali  ad  un  retto  , ma  fono  pure  egua- 
li ad  un  retto  i due  MAB  , MBA  , adunque^ 
MBA  — DAC—CBDy  perchè  infittente  fui  medefimo 
arco  DC\  quindi  limili  i due  triangoli  CBD , MBA , 
c però  MA— ac  , ma  per  la  duodecima  del  fecondo 

X 

d’ Euclide  C B — CA  +-B  A 4-  iC  A M ; adunque  farà  l’e- 
quazione xx  — cC—bb+-  aa+-  labe , cioè  x * — ccx  — bbx — 

X 

aax — iabc—Oy  la  di  cui  coflruzione  è la  tteiTa  dell’ 
antecedente,  a riferva,  che  per  ettcrc  ora  negativo  hilti- 
mo  termine,  fi  dovrà  condurre  DE  (F/g.  117.)  in  fenfo 
negativo , per  lo  che  l’afie  della  parabola  farà  al  di  fotto 
del  diametro  del  circolo  , e le  due  radici  politive  nel 
primo  cafo  fono  negative  in  quello  , e la  negativa  di- 
viene poiìtiva  . 

E perchè  manca  nell’ una,  e nell’altra  equazione 
il  fecondo  termine  , ne  viene  , che  le  due  radici  pofi- 
tive  nel  primo  cafo  fono  eguali  alla  negativa  , e la_. 
pofitiva  nel  fecondo  è eguale  alle  due  negative  , onde 

Vu  fi 
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fi  fcopre , che  la  prima  delle  tre  radici , la  quale  non 
dà  foluzione  alcuna  del  problema  , ad  etto  però  in  cer- 
to modo  appartiene  in  quanto , che  è la  differenza  de' 
due  diametri . 

PROBLEMA  III.  • 

2 14.  Dato  il  rettangolo  A G D B , ritrovare  nel  lato 
prodotto  A C ( Fig.  1 19.  ) il  punto  E tale  , che  condotta _ 
dall’  angolo  B la  retta  B E , fu  l’ intercetta  E F eguale  ad 
una  data  retta  linea  c . 

Quando  in  luogo  del  rettangolo  ABDC , fia  dato 
un  quadrato  , il  problema  è piano  , ed  è ilato  fciolto 
nel  Capo  IV.  num.  17 6.,  ma  fuppofto  ABDC  rettan- 
golo , muta  natura  , ed  è folido  . Chiamata  pertanto 
AB— a , BD—b  , DF—x  , e ripetuto  lo  fletto  difeor- 
fo  del  citato  luogo  , fi  à l’equazione  del  quarto  grado 

x + — iax  ' 4-  aax x — zabbx  +-  aabb 

+-  bbxx  k — o. 

— ccxx 

Per  cortruirla  con  un’iperbola  fra  gl’ afintoti  , e con  il 
circolo,  pongo  ab— zx , e fatte  le  foflituzioni , nafee  il 
fecondo  luogo  al  circolo 

xx  — 2 ax  +•  aa  — ìbz  +•  z z 

4 -bb  • =0.  ' 

—cc 

Fra 
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Fra  gl’afinroti  BA , BD  fi  deferiva  i'iperbola  OM 
dell’ equazione  zx—abt  che  paiTerà  per  i lo  punto  C ; 
prefa  una  qualunque  affida  B P , B N cc.  = z , farà  l’or- 
dinata PO  , ATM  e c.  Al  centro  C , col  raggio 
eguale  alla  data  retta  c fi  deferiva  il  circolo  0 MV , 
che  farà  il  luogo  dell’equazione 

**  — iax+-aa — zbz  +■  zz 

+•  bb  — O , 

— rr 

Da’  punti  0,  A/,  nei  quali  quello  taglia  l’iperbo- 
la , abballate  le  perpendicolari  OP,  MN,  effe  faranno 
le  due  radici  pofitive  dell’equazione  ; la  minore  ferviti 
per  il  problema  nel  cafo  propollo  dell’  angolo  BACt 
la  maggiore  per  l’angolo  ACf.  E fe  la  data  retta  c è 
tale  , che  il  circolo  non  arrivi  a tagliare  la  oppolla_ 
iperbola  mo , l’ altre  due  radici  fono  immaginarie  ; che 
fe  la  taglia  , faranno  negative  reali , e fcrviranno  per 
l’angolo  A CD  . 

PROBLEMA  IV. 

215.  Dividere  in  tre  parti  eguali  un  dato  angoli 
F CB  , ( Fig.  120.  ) 0 fia  arco  FAB  . 

Siano  H , l i punti , che  fi  cercano  , della  divifio- 
ne  , adunque  dovranno  edere  eguali  le  corde  FH  , 
HI  9 1B  y ed  effendo  dato  l’arco  FAB  , farà  data  Ia_. 

V u 2 corda 
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cd  ó 1* equazione  yy  — pa^y  — 270**  +-  aax_ = o , a cui 

1 6bb  6i^b 1 ìb 

aggiunta  la  prima  xx— %aax— ay=o  , farà  finalmente 
• V ’’  4*  t • > 

yy  pg  > y — 27  g *x  +■  aax  +-  xx — $aax — ay  — o , equa- 
l6bb  6qb 1 2 b qb 

«ione  al  circolo  , prefe  le  coordinate  in  angolo  retto  . 

Al  raggio  CG  — \s  mm  +-  nn  ( fatta  per  brevità 
2m  - pa 1 +-  i6ghb  , e 2»  =273*+-  USaabb  ) fi  deferì va^ 
l6bb  ó^b* 

fi  circolo  MNH,  e prefa  CD~m , ( Fig.  125.  ) fi  con- 
duca  dal  punto  D la  D A perpendicolare  a CD  , ed 
eguale  ad  » , che  incontrerà  nel  punto  A la  periferìa^ 
del  circolo  ; per  lo  punto  A fi  tiri  AK  parallela  a d KG, 
prefa  una  qualunque  AK=y  , farà  la  corrifpondenteJ 
ordinata  KH=x , ed  il  circolo  il  luogo  dell’equazione. 
Sulla  retta  AD  fi  prenda  e per  lopun- 

~TT 

to  7 condotta  LO  parallela  ad  AK,  fe  ne  prenda  fiu 
porzione  lL-pa » , ed  al  vertice  L,  afte  IO,  pararne- 

\ r 

tro  = a,  fi  deferiva  la  parabola  apolloniana  ALH  ; 
prefe  dal  punto  A le  afflile  y full’aflc  AK,  faranno  le 
corrifpondenti  ordinate  KH=x  , e la  parabola  il  luogo 
dell’equazione  xx—3aax=  ay  , la  quale  incontrerà  il 
» 4* 


Xx 


circolo 
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circolo  nei  quattro  punti  A,  M,  H,N',  il  punto  A mi 
dà  la  radice  da  me  introdotta  eguale  a zero , e le  tre 
perpendicolari  £ M,  PN,  KH  alla  A K mi  daranno  le 
tre  radici  dell'equazione  . La  prima  QM  pofitiva  fervirà 
per  l’angolo  ottufo  ; la  feconda  negativa  PN  per  l'an- 
golo acuto  ; la  terza  K H fervirà  per  dividere  in  tre_» 
parti  eguali  l’angolo , che  è la  differenza  tra  l’angolo 
dato  , e l’angolo  retta  . 

E che  ciò  fia  vero  ; ila  ( Fig.  123.  ) l'angolo  datò 
MA B , ad  AB  fia  perpendicolare  AH , e fi  voglia  di- 
videre in  tre  parti  eguali  l’angolo  MAH,  diflcrenza  fra 
il  dato  MAB  t e l’angolo  retto  HAB  . Si  fupponga^. 
efler  divifo  dalle  rette  AC,  AD,  ripetuto  il  difeorfo 
del  num.  no.,  farà  AC-CD,  ed  il  triangolo  ACH 
fimilc  al  triangolo  DAH,  e però  fi  avrà  l’analogia 
CH,  HAxvHA,  DH.,  '*  ■:  >: 

* , 1 

Denominando  adunque,  come  nel  citato  num.  ito., 
AB  — a , BR-b  , e chiamata  BC—x,  farà  RC—x — b, 
BH=aa,CH-x—aa,AR  —[/  aa—bb,HA=:a  j/aa—bb, 

T * T',  * 

A C—  f/aa  + xx — 2 bx , D H—x — tra+-  y/raa+~  xx — ìbx , 

* . ■ c : 

e però  fofiituiti  nell’analogia  i valori  analitici  , farà 

x — 00 , a [/'ad — bb‘  • a y' ad — bb,x — yf  aa*  xx — z bx, 

T T * * 

cioè 
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cioè  l’equazione 

..  ..  — — 

aa  X aa — bb  — x — aa  X * — aa+*  ^/aa  +-  xx  — ibx  , la 
“ T T 

quale  ridotta , c finalmente  divifa  per  aa — bb  fi  trova  edere 

2bx • — $aaxx  +■  a4=o  , che  è appunto  l’equazione,  che 
fi  à collruita . 

\ 

Oltre  gl’ angoli  minori  di  due  retti,  che  infiftono 
ad  archi  minori  del  femicircolo  , c che  Entranti  s’ap- 
pellano dagli  Architetti , fi  danno  pure  degl’ angoli  mag- 
giori di  due  retti  , che  infiilono  ad  archi  maggiori  del 
femicircolo , e che  fi  chiamano  Salienti . Si  confideri , 
come  pofitiva,  la  inclinazione  delle  due  lince  AB,  AM, 
( Fig . 124.)  che  mira  verfo  C , negativa  quella  , che.» 
mira  verfo  D . Sino  a tanto  , che  la  inclinazione  delle 
due  linee  AB,  AM  farà  pofitiva,  e mirerà  verfo  C, 
P angolo  MA  B farà  entrante , minore  di  due  retti , ed 
infifierà  ad  un’arco  BCM  minore  del  femicircolo . Se  le 
due  lince  AiB  , AiM  formeranno  una  linea  retta-. 
zBzM,  l'inclinazione  farà  nulla.  Ma  fe  l’inclinazione 
diverrà  negativa,  piegando  le  linee  A^B,  A$M  dalla 
parte  di  D , allora  l’angolo  ^MA^B  fi  trasformerà  in 
fallente  , maggiore  di.  due  retti , ed  inficierà  ad  un’arco 
^MC^B  maggiore  del  femicircolo.  La  trifezione  adun- 
que di  un  qualunque  angolo  dato  può  anco  richiederli 
di  angolo  fallente  . 


Xx  2 
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Ora  fi  confidcri , che  infittendo  la  linea  AB  fopra 
la  linea  MA  E ,(  Fig.  123.)  mentre  fi  forma  l'angolo 
MAB\  nafcono  di  confeguenza  altri  tré  angoli cioè 
l’entrante  BAE , che  unito  al  parimente  entrante  dato 
MAB  compie  i due  retti,  ed  ì (alienti  MAB  , BAEt 
che  uniti  ai  corrifpondcnti  entranti  compifcono  i-  quat- 
tro retti . 

Le  tre  radici  perciò  della  nortra  equazione., 
ibx'  -^-^aaxx  +•  a^—o  fervono  a tripartire  tutti  e quat- 
tro i mentovati  angoli . Col  mezzo  della  più  piccola 
pofitiva  fi  divide  in  tre  parti  eguali  l’ angolo  ottufo 
MAB  , e col  mezzo  della  negativa  l’àngolo  acuto  BAEt 
come  fi  è veduto  ; ma  fi  è altresì  veduto , che  la  mag- 
giore pofitiva  ferve  per  l’angolo  MAH , ora  quella— 
appunto  ferve  altresì  per  tripartire  ambedue  i falienti 
MAB  , BAE  . E vaglia  il  vero  : l’angolo  fallente  BAE 
fi  eguaglia  a tre  retti  più  l’angolo  MAH ; la  terza 
parte  adunque  dell’angolo  faliente  BAE  dovrà  edere 
eguale  ad  un  retto. più  la  terza  parte  dell’angolo  MAH , 
e tale  fi  è l’angolo  CAB.  Non  altrimenti  l’angolo  fa- 
liente MAB  equivale  a tre  retti  meno  l’ angolo  MA H, 
o fia  bAE , e confeguentementc  cAB  farà  la  fua  ter- 
za parte  , ficcome  eguale  al  retto  b AB  meno  l’angolo 
bAc  terza  parte  dell’angolo  bAE  . 

217.  Se  per  dividere,  il  dato  angolo  in  tre  parti 
eguali, mi  folli  fcrvita  del  Problema  XIII.  num.  108., farei 

giunta 
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giunta  all'equazione  x'-^-^bxx — jrrx+- ferreo,  e mol- 
tiplicandola per  x—ot  x 4 — $bx' — $rrxx  +-brrx  —o  . 
Quindi  prefo  -il  luogo  alla  parabola  xx  — ^bxzzby,  e 

ft 

fatto  il  rimanente  al  folito  , fi  avrà  un’  altro  luogo  al 

circolo  , prefe  le  coordi  nate  in  angolo  retto  , cioè 

• '* 

yy — ttìb'y — ìqbrry  — 3 $b  ' x — tSbrrx  +■  xx  — o . 
ìli  TTb 

Dcfcritti,-e  combinati  quelli  due  luoghi,  mi^da- 
ranno  la  ftefia  cofiruzione  della  Figura  125.,  di- 
rcrfa  folo  nelle  quantità  cognite  ; imperciocché  farà  in 

quefto  cafoil  raggio  del  circolo  CG  — Vmm^rm  (fatta 
per  brevità  im~  i6bl  +•  iqbrr  , e 2n  — l9b' +■  r%brr  ) y 

• 8 b b è b b 

e farà  CD  — i6b'  +•  li[brr  , DA~  3 $b'  +-  28 brr  , 
1 0 b b \6  b b 

Al—$b  , ed  IL.—9b  . 

4 •<* 

218.  Dallo  ficflb  Problema  fi  a la  maniera  genera- 
le per  dividere  un  qualunque  dato  arco  , o angolo  inJ. 
quante  fi  vogliano  parti  eguali  ; coficchè  per  dividerlo 
in  cinque  parti  eguali , fi  à l’equazione 

$r*x — lorrx’-bx 1 —by  cioè 
r* — io rrxx  ■*-  $x* 

x*  — J bx* — io rrx  ' +-  io brrxx  jr*x — br*z: o . 
Per  coftruirla  , prendo  il  luogo  alla  parabola  apollonia- 

na 
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na  xx  = ry  > c fatte  le  fotti tuzioni , nafee  il  fecondo  del 
terzo  grado 

xyy  — lorxy  4-  io bry  *-  frrx—brr— o , 

cioè  x = $byy  — lobry  -4-  brr  . 

yy — lory  -4-  Jrr 

Defcritto  adunque  il  luogo  di  quefta  equazione  , 
che  farà  ( Fig.  116.  ) la  curva  dei  tre  rami , cioè  HT 
fra  gl’ afintoti  RK,  BC ; GAfQ  fra  gl’ afintoti  DI, 
KR  , ed  f ni L fra  gl’ afintoti  DF9  DI , in  cui  full’ atte 
AP  fono  le  y t e le  corrifpondemi  ordinate  fono  le  x. 
Se  al  vertice  A , col  parametro  —rt  all*  atte  A Pii  de- 
priverà la  parabola  dell’equazione  xx  — ry9  incontrerà 
etti  la  curva  in  cinque  punti  o,Af,7*,  *,£,  i qua- 
li determineranno  le  cinque  radici  or,  MNt  TP,  Si, 
PQt  tre  pofitive,  e due  negative  dell’equazione  propotta. 

219.  Cosi  per  dividere,  in  quante  altre  parti  eguali 
fi  vuole  di  numero  difpari  maggiore,  un’arco,  o angolo 
dato,  altre  curve  ritrovcranfi  relativamente  al  grado  dell* 
equazione  . 


CAPO 


Digitized  by  Googlel 


: ANALITICHE. 


35‘ 


C A P.  O V. 

Della  coftruzione  de'  luoghi,  che  fupcrano  il  fecondo  gradot. 

210.  In  due  divcrfe  maniere  fi  poflono  coftru’re  i 
luoghi , vale  a dire  deferivere  le  curve  efprefle  da  equa- 
zioni, che  fuperano  il  fecondo  grado,  fe  però  nell* una, 
e nell’altra  maniera  può  dirli  deferivere  , e non  piutto- 
fìo  adombrare , e fare  qualche  idea  di  tali  curve  * 

La  prima  maniera  è per  via  d'infiniti  punti  ; la 
feconda  col  mezzo  di  altre  curve  di  grado  inferiore  , e 
già  deferitte  , cosi  che  un  luogo  , o fia  equazione  del 
terzo  grado  fi  coftruifca  col  mezzo  di  una  retta  , e di 
una  fezione  conica  ; un  Iuo^o  , o equazione  del  quarto 
col  mezzo  di  due  fezioni  coniche  ‘r  un  luogo , o equa-  4 
zione  del  quinto , col  mezzo  di  una  fezione  conica  , e 
d’un  luogo  del  terzo  , c così  di  mano  in  mano  per 
ordine  . 

221.  E quanto  alla  prima  maniera  per  via  d'infiniti 
punti  ; in  primo  luogo  fa  d’uopo  ridurre  l'equazione  in 
modo , che  una  delle  due  incognite  , cioè  quella  , che 
ci  tornerà  più  comoda  , fia  libera  da  frazioni  , da  coef. 
ficienti , e che  fia  di  una  fola  dimenfione  , e polla  fola 
da  una  parte  del  fegno  d'egualità,  il  che  fi  potrà  fem- 

pre 
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pre  fare  coi  metodi  fpiegati  al  Capo  IL,  qualora  rifpctto 
a tale  incognita  ( confiderando  l'altra, come  una  conan- 
te ) l'equazione  fia  di  natufa  fua  piana  , cioè  non  ecce- 
da il  fecondo  grado;  come  per  efempio  l’equazione-» 
xyy  +■  lany — x 1 , cioè  yy  +■  taay —xx,  la  quale  trattata-. 

M 

con  le  regole  delle  quadratiche  affette  ci  dà 
y — — aa±  1/  x*  a*  . 

X 

In  quello  modo  date  , o ridotte  le  equazioni , la_» 

maniera  di  collruire  il  luogo , o fia  la  curva  da  eflo 

efpreda,  confjile  nel  dare  all' una  delle  due  incognite-.  , 

cioè  a quella,  che  è nell’omogeneo  di  comparazione.» , 

( prefa  da  un  punto  fidò  fopra  una  retta,  che  ferva  per 

affé,  o diametro,  fecondo  che  l’angolo. delle  coordinate 

deve  edere  retto,  o obbliquo  ) come  farebbe  alla  x 

• ______ 

nell'equazione  y— — aaiz  x*  +•  a * ; nel  dare  , dilli, 

X 

un  valore  arbitrario,  per  mezzo  di  cui  viene  ad  edere 
dato  necedàriamente  il  valore  dell'altra  , cioè  della  y , 
la  quale  dall’  cftremità  del  valore  della  prima  effóndo 
alzata  nel  dato  angolo  dello  coordinate  , ci  fornifee  un 
punto  della  cufva  da  deferiverfi  ; un’altro  valore  , che  fi 
dia  alla  lìeda  incognita  .x , fomminiftra  un'altro  valore 
della-^,  cioè  un’altro  punto  della  curva,  e cosi  di  ma- 
no in  mano  adeguando  altri  valori  alla  .v,  altri  fc  no 

ave- 
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Areranno  della  y , i quali  ci  daranno  altrettanti  punti 
della  curva , il  numero  de*  quali  quanto  più  farà  gran- 
de , tanto  più  farà  efatta  la  defcrjzione  della  curva-, 
ile  Ha , e fi  avrà  perfettamente  efatta  allora  folaraente  , 
quando  fe  ne  abbiano  infiniti , anzi  un  numero  infini- 
tamente infinito  di  tali  punti. 

222.  A motivo  di  maggiore  femplicità  fupporrò 
Tempre  in  appretto  , che  le  curve  fieno  riferite  agl*  atti , 
cioè , che  l’angolo  -delle  coordinate  fia  retto  , giacché 
nel  cafo che  l’angolo  fia  obbliquo  ne  fluii’  altra  altera- 
zione fuccede  , che  nel  dato  angolo  fletto  . 

223.  Per  più  facilmente  intendere  la  applicazione  del 
metodo,  prendo  per  primo  un’efempio  femplicedi  curva 
già  nota,  cioè  dell’ ipcrbola  equilatera  yy  — xx — aa  , 

vale  a dire  y = ± xx — aa . 

Sia  A il  punto  fitto  principio  delle  x da  prenderli 
full’ indefinita  A E . ( Fig.  127.  ) In  primo  luogo  cerco, 
quale  ordinata  corrifponda  al  punto  A , cioè  cofa  fia  la’ 
y quando  x = o ; foflituito  adunque  il  zero  in  luogo 

della  x nella  data  equazione  , troverafli  y~  ± V o — aa  , 
cioè  y immaginaria  , dunque  al  punto  A non  corrilpon- 
de  alcun  punto  in  curva  . Se  fjtta  x = o , averti  dall* 
equazione  nony  immaginaria  , ma  yzz o , la  curva  prin- 
cipierebbe dal  punto  A . Ottervo , che  qualora  fia  x 

minore  dia,  la  ridicale  y xx  — aa  farà  Tempre  di  quan- 

Yy  tità 
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tità  negativa , e però  y immaginaria , adunque  fattO 

AB  — a , ad  una  qualunque  x minore  di  AB  corriipon- 

dcrà  Tempre  y immaginaria , cioè  ndlua  punto  in  cur- 

■ ■■■ 

va.  Prendo  x — a — A B , farà  y—~  ^ aa — aa~  o,  o 
però  B farà  un  punto  in  curva , vale  a dire  la  curva», 
avrà  orig:ne  nel  punto  B.  Prendo  x—*a~AC%  farà 

y—izP'^aa — aa  , cioè  y — ±.  pofitiva,  e negati- 

va ; fatta  adunque  CD  pofitiva,  e Ci  negativa  3 aa, 
faranno  i due  punti  D,  d in  curva.  Prendo  x — $a=.AE , 

farà  y — ir  8 jj  , fatta  pericò  EM  pofitiva  , ed  Em 

negativa  = v$aa , faranno  i due  punti,  Af,  m incur- 
va ; e co;ù  di  mano  in  mano  dando  altri  valori  alla  x 
fi  averanno  altri  valori  della  y , E’  facile  il  vedere  ( 

che crefcendo  la  x crefcerà  fempre  la  quantità  V'  xx — -aa, 
cioè  il  valore  della  y pofitiva , c negativa  di  modo,  che 
Manderà  fempre  più  allargando  la  curva  , cd  allontanan- 
do al  di  fopra  , e di  l'otto  dell*  afte',  e prendendo  final- 
mente x infinita  , poiché  il  fottrarre  quantità  finita  da_. 
infinita  è lo  Hello , che  fottrarre  nulla  , farà  pure  lo 

Aedo  \/  xx  — aa  , che  xx  , quindi  avralfi  y — ±]/xx, 
cioè  y—±  x ; dunque  y,  pofitiva  , e negativa  infinita  , c 
però  anderà  in  infinito  la  curva. 

224.  E perchè  nell’equazione  y~±  isXx—aa  la», 
incognita  *■  è elevata  a poteflà  pari , cioè  al  quadrato  , 

fe 
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fe  fi  prenda  la  x negativa  , nulla  fi  altera  1* equazione 
fletti  y quindi  è , che  dando  alla  x dei  valori  negativi, 
cioè  prendendola  dalla  parte  di  A vcrfo  F , defcriveralfi 
la  fletta  curva  di  prima  , ma  porta  al  contrario  col  ver- 
tice H,  ettendo  AH— AB , e.d  a neffuna  affitta  x po- 
ltriva , o negativa  prefa  tra  B , ed  H corrifponderà  or- 
dinata y pofuiva , o negativa  reale , vale  a dire  neflun 
punto  di  curva . 

22 y.  Sebbene  manifertamente  fi  vede , che-  la  data 
curva  in  nettun  punto  fuori  de’  vertici  B,  H taglia.- 
Tatte , poiché  crefcendo  la  x , crefce  Tempre  la  y , nul- 
la di  meno  però  di  moltittìme  fuccede  , che  oltre  il 
vertice  in  altri  lo  taglino  , nel  qual  cafo  la  y deve  ne- 
ceflariamente  edere  zero  ; adunque  per  avere  quelli 
punti  fi  dovrà  nella  data  equazione  fuppore  y—o  , o 
ricavare  i valori  della  x in  quella  fuppofizione  , i quali 
ci  daranno  i punti  cercati . Supporta  per  tanto  nell'  equa- 
zione yy~xx — aa  lay=o,  far zxx  — aa,  cioè  x — iza, 
adunque  ne’  foli  punti  B , H la  curva  taglia  l’afle  , e 
non  in  altri  . 

22<f.  Se  fra  i punti  B , C fi  prenderanno  altri  va- 
lori della  x , altri  valori  corrifpondenti  fi  avranno  pure 
dellay,  cioè  altri  punti  di  curva  tra  B,eD,  ovvero  d per 
modo  , che  quanti  più  punti  tali  fi  avranno  ; più  efaita_ 
farà  la  defcrizionc  della  parte  BD , o Bd  , nè  fi  avrà 
mai  perfetta  fe  non  quando  i punti  fiano  infiniti  . 

Yy  a Nella 
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Nella  fieffa  maniera  fi  difcorra  di  qualunqoe  altri** 

porzione  . 

227.  E'  chiaro  , che  fe  fatta  infinita  una  qualunque 
delle  due  incognite  , l’altra  non  fia  nè  infinita,  nè  im- 
maginaria , ma  o fia  finita,  o eguale  al  zero,  farà  la  pri- 
ma un’  afintoto  della  curva  , il  quale  corrifponderà  al 
punto  determinato  dal  valore  della  feconda  . Per  veder 
re  adunque  fe  una  curva  à alìntoti , e dove  , baderà 
fare  la  y infinita  , e vedere  qual  valore  rifulta  dalla  e- 
quazione  per  la  x ; indi  fare  infinita  la  x , e vedercJ 

qual  valore  rifulta  per  la^.  Nell’equazioncjrtziiKirAf — aaì 

fatta  y infinita , farà  v xx  — a a — 00 , e però  xx = 00  +■  aa , 
cioè  xx  eguale  all’infinito  , e però  x infinita,  perchè  la 
radice  di  quadrato  infinito  è fempre  infinita  ; adunque*, 
la  y non  può  edere  infinita  , fe  non  quando  fia  infini- 
ta anche  la  x , ond’  c che  PalTe  delle  y non  può  edere 

un’ afintoto  . Fana  infinita  la  x , farà  V xx — aa  lo  flef- 
fo  che  x , poiché  a quantità  infinita  l’aggiungere  , o 
levare  quantità  finita  è lo  fledò  , che  aggiungere  , o 
levare  nulla,  adunque  farà  la  y—Jzxy  cioè  fatta  x infi- 
nita , è infinita  anche  la  y , quindi  l’ade  delle  x non— 
potrà  edere  un’ afintoto  . 

228.  Non  cosi  nell’equazione  ay-^xy—bb,  che  già 
altronde  fi  fa  edere  all’iperbola  fra  gl’ afintoti  ; imper- 
ciocché prefa  y infinita , faranno  infiniti  i due  termi- 
ni 
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ni  ay*-  xy  f c rifpetto  a loro  farà  nullo  il  termine  bb  , 
e però  l’equazione  farà  ay+-xy—o  , cioè  dividendo  per 
yf  x = — a y adunque  prefa  x~  — a%  l’ordinata,  che  in 
quel  punto  è infinita , farà  un’afintoto  della  curva . Pre- 
fa poi  x infinita  , poiché  i due  rettangoli  ay  , xy  nella 
fl'elTa  altezza  y fono  tra  loro’ , come  le  bafi  a,  xt  fari  il 
fecondo  infinitamente  maggiore  del  primo  , cioè  farà 
nullo  ay  riguardo  ad  xy  ; e però  cancellato  dall’  equa- 
zione il  termine  ay , refterà  xy~bb  , o fu  y—bb  , ma 

X 

x è infinita  , dunque  y—bb  — o ; ficchè  quando  y~o  , 

* ■ 

la  *■  è infinita,  e però  c un’alintòto  della  curva  . 

2 29.  Si  avverta  però  , che  quefio  metodo  à luogo 
folamentc  nel  cafo  dcgl’afimoti  paralleli  alle  coordina- 
te , e non  altrimenti  ; ed  in  fatti  I*  iperbola  yy  = xx — aa 
à beniflìmo  i fuoi  afintoti , ma  che  non  fono  alle  coor- 
dinate paralleli , e però  in  quefio  cafo  non  ferve  la  ma- 
niera fpiegata , ma  ci  vuole  altro  artifizio  , il  quale  per- 
chè dipende  dal  metodo  degl’ infinitefimi , fa  d'uopo  ri- 

fervarlo  per  altro  luogo . 

- - . . ?%..•’  * 

230.  Rimane  il  vedere  , fe  la  fuddetta  curva.- 

y—±.\/xx  — aa  fu  concava,  o convella  all* alfe  , per 
la  qual  cofa  ptendafi  dall’origine  una  qualunque  affilia 
A E di  determinato  valore,  e col  mezzo  della  dattu. 

. ‘ . equa- 
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equazione  fi  ritrovi  il  valore  della  corrifpondente  ordi- 
nata EM  ; indi  prefa  un'altra  aflilTa  AC  di  determinato 
valore  minore  della  prima  , fi  trovi  il  valore  della  cor- 
rifpondente ordinata  CD,  ed  conduca  la  retta  B M,  che 
taglierà  in  1 la  CD  prodotta  , fe  fa  di  bifogno,  ed  ef- 
fendo  note  le  A E , AC,  o fia  le  BE  , B C,  e la  ordi- 
nata EM,  per  la  fimilitudinc  de’  triangoli  BEM , BCl 
troverai  il  valore  della  CI,  e fe  quella  farà  minore., 
di  CD,  la  curva  farà  concava  all’ alle  A E , com*  è chia- 
ro ; e fe  farà  maggiore  , la  curva  farà  convella  . Nella 

data  equazione  piando  x—AE—^a,  farà  y = r8aa, 

prendo  x^AC-ia,  farà  y=  CD  = ^aa  , e poiché 

B£  = ia,  BC-a  , farà  CI  - v8 aa~  V laa,  cioè  mino- 

% 

re  di  CD , e però  la  curva  concava  all’ affé  A E , 

231.  Vale  però  quell’illazione  in  quelle  curve  fola- 
mente  , le  quali  non  abbiano  punti  di  fleffo  contrario  , 
o di  regreffo  ; ma  perchè  quelli  anno  i loro  metodi 
particolari,  de’  quali  non  è quello  il  luogo  di  trattare, 
quindi  è , che  per  ora  non  fi  può  formare  un’idea  gia- 
lla, e compita  delle  curve  . 


ESEM- 
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ESEMPIO  IL 

— • « ».  * -f 


Sia  l’equazione  y*—aaxt  cioè  y — l/  aax  ; condot- 
te le  due  indefinite  BH,  DC,  ( Fig.'nZ.  ) che  faccia- 
no l’angolo  dato  BAC  eguale  a quello  delle  coordina- 
te , fi  prendano  nella  A C dal  punto  A le  x , e fulla_ 
AB  , o fia  parallele  alla  AB  le  y . Cerco  primieramen- 
te , fe  la  curva  pafla  , o nò  per  Io  punto  A , cioè  co- 
fa  fia  y quando  x = o ; ma  polla  arco,  fi  trova- 

yzz  ^ aaXo,  cioè  y—o  y adunque  la  curva. patta  per 
'Io  punto  A . Cerco  in  oltre  , fe  la  curva  taglia  Tatto 
AC  in  altro  punto  , vale  a dire  cofa  fia  la  x , polla- 
le; o,  e trovo  }/  aax  — o,  cioè  x—o\  adunque  in_. 
nefliin’ altro  punto  fuori  di  A la  curva  taglia  l’alTe.  Fac- 
cio x — AM^.\a  , c farà  la  data  equazione  y—  y/  a • , 

e però  alzata  MP  — ^ aj , e parallela  ad  AB  , farà  P 

un  punto  incurva.  Faccio  x—AC—ateforÌy—y^ a'=at 

alzata  adunque  CN  — ay  e parallela  ad  AB  , farà  N 
un’  altro  punto  in  curva  ; c cosi  facendo  fuccelfivamen- 
tc  , fi  troveranno  quanti  punti  fi  vogliono  , per  i quali 

palfa 
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palla  la  curva  della  data  equazione  . Faccio  finalmente 

x infinita , cioè  x « , e farà  y—^  X • o , cioè  y 
infinita  -,  c però  la  nofira  curva  va  all’  infinito . E poi- 
ché prela  x—o  , è pure  y — o ; e prela  x — oo  , è pure 
y—  oo  , la  curva  non  avrà  aliatoti  paralleli  alle  coor- 
dinate . 

Si  conduca  la  fottefa  A N , che  taglia  in  I [fi  MP 
prodotta , fe  fa  bi fogno  ; poiché  AM—\a,  AC— a, 

CN-a  , farà  MI=la  , ma  MP-  jV  a±  , adunque  MI 
. • . ' * • - 
farà  minore  di  MP,  e però  la  curva  concava  all’alTe  AC. 

Si  prenda  ora  la  affilia  x negativa  . Poiché  nella-, 
data  equazione  y ’ = aax  la  *■  è di  efponente  difpari  , 
quando  fi  prenda  negativa  dovrà  mutare  il  fegno  , e 

l’equazione  farà  quell’ altra  yl  — ^ — aax  , la  quale  , 

come  chiaramente  fi  vede  , prendendo  i valori  della  x 
dalla  parte  dei  negativi , cioè  da  A verfo  D , ma  egua- 
li ai  già  prefi  della  parte  dei  politivi  , ci  darà  altret- 
tanti valori  negativi  della  y eguali  ai  pofitivi , quindi 
il  ramo  A E farà  affatto  lo  fteffo  del  ramo  AN  , ma  . 
pollo  in  fenfo  contrario  . 

% 

■ • \ ; ■ • 

/ , • 

ESEM- 
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Sia  l'equazione  a1  — zyy  = o , cioè  y — ~ W a'\  e 

Z 

fi  prendano  le  z dal  punto  A full’  afle  A C.  ( Fig.  1 29.  ) Cerco 
primieramente , fe  la  curva  palli  per  lo  punto  A , fatta 

adunque  z = o,  l’ equazione  è y zzi:  a ' , cioè  y—iz  00 , 

O 

adunque  BD  infinita  d’ambe  le  parti  di  A farà  un’afin- 
toto  della  curva . Cerco  fe  in  neflim  punto  la  curva  ta- 
gli l’ afle  , e però  pongo  y — o , e l’ equazione  farà 

H 1/  a_‘  = ° , cioè  o — a'  t vale  a dire  z — a1 , e però 

z z .0 

Z — 00  , adunque  quando  fia  yzz  0 farà  znoo,  e però 
‘AC  farà  un’altro  afmtoto  . Prefa  z zz  azz  AE  t farà 

y=.±z  j/  o*  , cioè  y— ir  a , fatte  adunque  EFpofitiva,  ed 

EG  negativa  zza  , faranno  i punti  F,  G in  curva-,. 
Prefa  z — 2a  — AH  , farà  a’ , cioè^  = ± y/ aa , 

X«  & 

fatte  adunque  HI  pofìtiva  , ed  HK  negativa  = j/  aa  , 

% 

faranno  i punti  7,*K  in  curva.  Prendendo  fuccefliva- 
mente  nuovi  valori  di  z fenipre  maggiori,  rifulteranno 

Z z nuovi 
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nuovi  valori  della  y Tempre  minori  di  modo  , che  i due 
rami  FI,  GK  in  tutto  limili,  ed  eguali  della  curva- 
Manderanno  dall’ una  , e dall’altra  parte  accollando  agl* 
afintoti  BD  , AC , fenza  però  mai  toccarli , fe  non  in- 
infinita diflanza  dal  punto  A , 

Rifpctto  alle  aflàlTe  z negative  , poiché  l’efponente 
di  z è difpari  , fe  fi  prenda  negativa , converrà  mutare 
il  fcgno  al  termine  — zyy , c l’equazione  farà 

zyy—o  , cioè  y-iz  j/— valc  a dirc  l'°rd*natà  y 

immaginaria  , adunque  dalla  parte  delle  «affifTc  negative 
non  vi  farà  curva  . 

Per  vedere  , fe  la  curva  fia  concava  , o convella 

_ ; 

all’afie  AC\  prendo  AC-^a , farà  CM-  V aa  , e_> 


condotta  FM,  che  tagli  in  O la  HI  prodotta , fe  fa  bi- 

fogno,  ed  MN  parallela  ad  AC,  farà  NF-a  -V  aa , 

I 


PI-  J aa — y^aa,  c facendo  l’analogia  MN,NF::  MP, 
PO  , cioè  za  t a — i/aa  ::  a,  P Of  fara  PO~a 

r t ; l_ 

2 

adunque  fe  PO  farà  maggiore  di  PI , la  curva  farà 
convefia  all’  affé  AC , il  che  fi  ricerca  cosi . Quando 

fia 
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Ha  a — > - 1/00  — ' l/^£  » anche  , moltipli- 

* « ' a ' « 


cando  per  i , a — ^ ai  ^ 1 ^ ai  — 2 ai  , ed 

} » T~ 

***  */aa  > 2 j/00,  e quadrando  ,aj-»-2ai/ja-t-Aj>  200; 

y * _ r t t 

e moltiplicando  per  3 , 30*7  4-  60  00  +-  00  600 , e ri- 

ducendo i termini,  6 a j/00  > 200  , e dividendo  per  20, 

j 

3 j/ffj,  > 3 » e finalmente  quadrando  , farà  900  > 00  , 

» T 

ma  è vero  , che  pai  > 00  , adunque  è anche  vero  , 


che  a > j/00  — 1/00 , cioè  , che  P 0 è maggio- 

» 1 j 

. > 

re  di  PI , ed  in  confeguenza , che  la  curva  è convefla 
all’ affé  AT , 


ESEMPIO  IV. 

Sia  la  curva  dell*  equazione 

> — — j/ 4^*  +-  ^ — 7xx  — av  aaV  80» . Prendendo  fui- 

% 

h AB  indefinita  ( Fig.  130.  ) le  x dal  punto  fido  A , e 

Zz  2 le 
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le  y fulla  AD  , che  faccia  l’angolo  D AB  delle  coordi- 
nate , fe  fi  ponga  x - o , farà  y—  il  W aaiz  a ^ aa  , 

¥ % 

* _ _ **  , 

cioè  y — +z  *an  ì cd  y~ì:  y'o , vale  a dire  y — +;  a,  ed 

X x 

y—o  ; adunque  fatta  A E pofitiva , c negativa  = a , i punti 
E,  A , E faranno  in  curva . Per  vedere  dove  la  curva 
tagli  l'affe  AB  , pongo  y~ o , e però 


1/4 r.x  +-  aa  — i-xx ± av  aa*- &?.v  =0  , e quadrando  , 

r X 

e trafponcndo  , qax-i-aa — 2*w  = a V aa  +-  8ax  , e di 
nuovo  quadrando,  1 Gaaxx*-  80 • x +-  a* 4-  4*  4 — i6ax*  — 
4jjxx=a*4-Sa'  x , e riducendo,  e dividendo  per  4**, 
3 aa — 4jx+-  := o , e rifolvendo  l’equazione  ,x—i:a*-  za, 

cioè  x-a,  ed  x — ì a;  prefa  adunque  x~AFzza,  ed 
x—AB—^a  , la  curva  taglierà  l’aiTe  ne’  punti.  F,  B. 

Fatta  x-\a~AH , farà  y — ± j/ ^aa±.za\^  5 aa,e  però 

4 

quattro  i valori  della  y reali  , per  edere  zai/  ]aa  mino- 
nore  di  faa,  e fono  jaa  +■  za v faa , y/ jaa — z aV  5 aa. 


— y/$aa-~  za^^aa  , — j/ 5^+-  faa  , ed  i duo 

4 4 

pofitivi  fono  relativamente  eguali  ai  due  negativi  ; prefa 

adun- 
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adunque  HI— Hi—  y/^aa  +.  za  1/  ]aa  , ed  HG-Hg- 


j/  5aa  — 2 a V jaa  , i quattro  punti  /,  G,  g,  * faranno 
4 

in  curva  . 

232.  Ogni  qual  volta  la  quantità  fotto  al  comune 
vincolo  radicale  Ha  quantità  negativa  ( giacché  quella— 

fotto  al  fecondo  vincolo,  cioè  i^aa-h8ax  non  lo  può 
edere,  e {Tendo  le  affide  politi  ve,  come  ora  le  fuppon- 
go  ) farà  immaginaria  la  ordinata  y , adunque  perchè 
vi  fia  ordinata , converrà  che  Ha 


y/ 4 ax  4-  aa — zxx ± a V aa  4-  8ax  >0. 

% 

Prendo  in  primo  luogo  il  fegno  pofitivo  del  fecon- 
do radicale  , nel  qual  cafo  farà  certamente  pofitiva  la- 
quantità  tutta  , fe  fia  ^ax-baa — zxx  >0,  cioè  ìxx  — 
44*  < aa  , e però  xx  — 2 ax  < aa_ , ed  xx  — zax  +- 

» 

a a <J  3<m>  e cavando  la  radice  f x — a < u 3 aa  , o pure 
ì~  ' 1 

a — x <Z  y/ 3 aa  . Dalla  prima  radice  x — a < y1' 3 aa  , 
» » 
in  cui  fi  fuppone  *■  maggiore  di  a , infcrifco , che  deve 

poi  edere  x < a +-  yf  3ff  ; dalla  feconda  a — x < ^/ 


in 
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in  cui  fi  fuppone  x < a ricavo  , che  deve  poi  eflero 

x >•  a — j/ ^aa  ; ma  efTendo  Tempre  a — 3 aa_  quantità 

2 * 

negativa , farà  Tempre  x > a — y/ 3 aa , quando  fi  prenda 

2 

x minore  di  a , adunque  preTa  x minore  di  a , Tara 
47 x+-aa — zxx  quantità  pofitiva  , quindi  molto  più  Ta- 
ri pofitiva  la  quantità  4 ax  +■  a a — ixx  +- a l/aai-  Sax  , 
e però  generalmente,  preTa  x minore  di  AF  (a). 


Tari  y — t.  |/ 4 ax-t-aa — 2xx  + a V aa  +-  Sax  , ordinata 

& 

reale.  Ma  quando  anche  fia  4 ax-t-aa — 2xx  quantità  ne- 


gativa , pure  può  eflere  j/  4,7*  +-  aa — ìxx  4-a/  aa  4-  83* 

X 

quantità  pofitiva , cioè  ogni  qual  volta  fia 


4 ax  -t - aa  — ixx  +■  a \s  aa  4-  8 ax  > o , e quadrando  , e 


tfalportando,  a ^ aa  +-  8.JA*  > 2xx  — aa  — 4<j.y  , e di  nuo- 
vo quadrando,  a*-h-Sa*x  > 4* 4 — i6ax  ' +-  \6aaxx  — 
e^aaxx  +-  83 ' x +- a 4 , cioè  4* 4 — ifax*  +•  uaaxx  <0,  e 
dividendo  per  4a4x,  xx  — qax 4-3^  •<  o,  e però  anche 
xx — 4 ax+-^ia  < aa , e cavando  la  radice,  x — 2 a <a  , 
come  pure  2 a — x <,  a.  Dalla  prima  radice  x — la  < a , 
che  Tuppone  x maggiore  di  za  , viene  x < 30  , adun- 
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que  prefa  x maggiore  di  la  , ma  minore  di  AB,  (3 a) 
farà  la  radicale  pofitiva , e però  reale  la  ordinata  y . 
Dalla  feconda  radice  2.7  — x a,  che  fuppone  x minore 
di  2 a , cavo  adunque  quando  anco  Ha  x mag- 

giore di  a,  e minore  di  2 a,  la  radicale  farà  polìtiva,  e 
però  reale  l'ordinata  y , ma  fi  è veduto  per  primo  , 
che  prefa  x minore  di  a , l’ordinta  y è reale,  adunque 
generalmente  farà  reale  la  ordinata  y , purché  fi  pren- 
da x minore  di  AB  ( 30  ) , 

Prendendo  il  fegno  negativo  del  fecondo  radicale  , 

dovrà  elTere  j/ qax  +■  aa  — ixx  —ai/  aa  +■  Sax  > o f e_» 

4 

quadrando  , 4 ax-^aa — txx  > a v aa  +-  8.?.v , e di  nuovo 
quadrando  , e riducendo  , e dividendo  per  4.V*  , farà 
xx  — 4J*  > — 3.7J,  e però  anche  .v.v  — 4.7.V+-  4 aa  > aay 
e cavando  la  radice,  x — 2 a > a , come  pure  la  — x > a; 
dalla  prima  radice  ricavo  * > 30  , ma  fi  è veduto  , che 
x > 33  ci  dà  il  valore  della  immaginario  quando  il 
fecondo  radicale  & il  fegno  pofitivo  , molto  più  adun- 
que lo  darà  quando  à il  fegno  negativo  , onde  ommef- 
fa  qucfla  radice,  faccio  ufo  dell'altra  2 a — x > j,  che 
mi  dà  x > a , adunque  prefa  a?  minore  di  A F , (a) 
farà  pofitiva  la  quantità  fotto  il  comune  vincolo  radica- 
le , tanto  fe  fi  prenda  il  fegno  pofitivo  , quanto  il  nega- 
tivo del  fecondo  radicale  , e però  tra  A , ed  f corrif- 

pon- 
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ponderatine)  quattro  ordinate  reali , due  pofìtive  , e due 
negative  relativamente  eguali  alle  pofitive  . Mi  quando 
fia  x maggiore  di  AF  ,(a)  il  fegno  negativo  del  fecon- 
do radicale  dà  ordinata  immaginaria  , e la  dà  reale  il 
fegno  pofitivo , purché  fia  x minore  di  AB,  (3  a) 
adunque  tra  F , e B corrifponderanno  due  fole  ordina- 
te reali  alla  medefima  affida  , una  pofitiva  , l’altra  ne- 
gativa , ed  eguale  alla  pofitiva  ; ed  oltre  il  punto  B * 
faranno  immaginarie  . 

Prendanfi  ora  le  affifle  negative,  cioè  da  A verfo  K. 
‘In  quello  cafo  mutando  nell’equazione  il  fegno  a tutti 
i terhiini  , che  anno  la  x d’ efponcnte  difpari , farà 

y — ±.  1 / aa — a.v.v — 44,-v  — aa — Sax  . Pongo  x — o. 


farà  y — ± ^ aa  £ a U'  aa  , cioè  y — ±a,  ed  y—  o , 

adunque  i punti  E,  A,  E faranno  in  curva,  come  nel 
primo  cafo  . Per  vedere  fe  la  curva  taglia  fatte  , pon- 
gali y = o,  e però  y' aa — ixx — ^\ax±av-'aa — Sax  — o , 

e quadrando, e trafponendo, aa — 2a\v — $ax—±.  ax^aa — Sax , 
c di  nuovo  quadrando , e riducendo  , e dividendo  per 
4.\\y  , xx  +-  4i)a;+-  3 aa  — o , e rifolvendo  , xzz — rati  a ; 
la  curvai  adunque  taglierà  falle  quando  fia  x~o , etten- 
do  data  fatta  la  divifione  per  4**  ; quando  Ila  .v=  — 3 a; 

c 
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e quando  fu  x~ — a , cioè  , per  edere  quantità  nega- 
tive, dalla  parte  oppoda  a quella,  vedo  cut  ora  fi  pren- 
dono le  x , e però  folo  in  A , F , B fl  $omc  già  lì  c 
veduto.  Pongo  * = 00  per  vedere  fe  la  curva  va  all’ in' 
finito  , o all’afintoto  AK  , ed  è 

r ■ ■ ' — 

y—i^  " — iXco  1 \s — 8aX  co  , cioè)'  immaginaria. 
Ricerco  adunque,  quale  fu  il  limite  delle  ordinate  reali: 
è certo  , che  qualora  fu  x maggiore  di  a , il  fecondo 

T 

1 

radicale  farà  di  quantità  negativa  , e però  immaginaria 
la  ordinata  y , adunque  devefi  prendere  x non  maggio- 
re di  a ; ma  in  quella  ipotefi  perchè  fia  pofitiva  tutta 
T 

la  quantità  fotto  il  comune  radicale,  prendendo  il  fegno 
pofitivo  del  fecondo,  baderà,  che  fia  aa — ìxx  — 44* 
pofitiva,  cioè  aa — ìxx — 4 ax  > o,  e però  xx-h  ’2ax  < aa, 

X 

o fia  x <5  W 3 aa_ — a ; ma  quando  fia  x non  maggiore 


di  a , è anche  *<  1/ 3^  -‘-a , quindi  fatta  x non  naag'- 

~ s“  ' T"  - 

giore  di  a , l’ordinata  farà  reale  . Prefo  il  fegno  rrega- 


tivo  del  fecondo  radicale  , dovrà  edere 


aa — rxx — 4 ax  — aV  aa — Sa*  > o,cioè  quadrando,  e 

A a a traf- 


» 
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trafponendo,  00 — ixx — 40*  > a i / aa  — 8 ax , e di  nuo- 
vo quadrando  , e riducendo  , x +-  20  > a , ma  *■  +-  2 0 è 
Tempre  maggiore  di  a , adunque  purché  prendafi  x non 
maggiore  di  0 , le  ordinate  faranno  fempre  reali . Pren- 

T ••  . 

do  x — 0 , farà  y — +;  K 1 y 00  , e però  fatta  K M pofi- 

..  ' ;•  • V.*-  , - ~t  "■  c»;  . 

tiva  , e K N negativa  = k 1 y aa , i punti  M , N faranno 

a 


in 


curva.  Prendo  x — Oj  farà  y = +;  ^py aa±.  128 aa. 


1 6 


cioè  quattro  valori  reali  : due  pofitivi  relativamente., 
eguali  ai  due  negativi . E perchè  la  quarta  proporzio- 
nale di  a , di  u'i  y aa  , e di  a , cioè  ^ 1 y aa  è minoro 
T ’ ’-'è  ’ ìtf  16 


di  f^9^aa  -h  12801 / aa  , ma  è maggiore  di 

^ X 

* \6 

V' py aa — 1280^/00;  la  curva  avrà  due  rami  al  di  fo- 


16 


pra  di  AK , uno  concavo,  c l’altro  convello  , e due 
ne  avrà  al  di  fono  affatto  fimilr , ed  eguali  a qndii  di 
fopra,  c farà  a un  di  predo  come  nella  Fig.  130.-  . 

- • ESEM- 
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ESEMPIO  V. 


i i 


Sia  la  curva  dell’equazione 
y—iz  j/  bbx — x 


j f yt. 

> . t i. 


laxx — aax  ; .in  cpi  fia,  per  un  cafo. 


ir—  Z4 


•/  C V.,1 


a maggiore  di  b , e fi  prendano  . dal  punto  A fulla  in- 
definita AM  le  x , c fulla  AD  nel  dato  angolo  le  yy 
o fia  ad  efia  parallele  . ( Fig.  131.)  Fatta  x—o  , farà 
yzzo  , e però  il  punto  A farà  in  curva.  Fatta  ^ = 0, 

farà  xl  +■  xaxx  — aax  ~o  ,1  cioè  bbx—^x'-t- 


xaxx — aax  zzo  9 e dividendo  per*,  bb — — 
cazzo,  e però  xx  — xax  +•  aazzbb  . e cavandola  radi- 
ce  y x — a = +:  Ai  adunque  i valor  ideila  x faranno  xzza+-bt 
x—a — b x ed  x— o , elfendo  fiata  divifa  l’equazione  per 
x.  Quindi  fatta  ABzzB Mzza  , B NzzBCzzb , la  curva 
taglierà  l’afic  nel  punto  A , come  già  fi  è veduto  , e— 
ne’  punti  N , C . Fatta  x zz  A M=zat  far ky  pofitiva, 
c negativa  infinita  , e però  in  M vi  farà  un’afintoto  . 


Pongo  xzz 00  , farà  yzz±.  1/ — xx  , cioè  immaginaria-  , 
dunque  la  curva  non  va  all’infinito  . Poiché  acciò  flo- 
reale l’ordinata  y , fa  d’uopo  , che  la  quantità  fotto  il 
vincolo  fia  poiitiva , converrà  eh’  eflendo  pofitivo  il  nu- 
meratore della  frazione  , lo  fia  pure  il  denominatore-  , 

A a a 2 ed 
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cd  eflendo  l’uno  negativo,  lo  fia  l’altro  ancora;  ma-, 
accfò  fia  pofitivo  il  numeratore  , deve  -f  fiere  bbx  — x*  +- 
zaxx — aax  > o , cioè  , dividendo  per  x , e trafponen- 
do  , xx — lax  < bb — aa  , e però  xx  — 2 ax+-  aa  < bb  , 
e cavando  la  radice  , x — a <;  b , prefa  x maggiore  di 
0;  ed  a — x h , prefa  x minore  di  a . Dalla  prima 
radice  x — a < b cavo  x<*a+b ; dalla  feconda- 
ci— x < b cavo  x < a — b ; prefa  adunque  x maggiore 
di  a dovrà  efiere  x < a*-b  , e prefa  x minore  di  a , 
dovrà  efiere  x > a — b , acciò  fia  pofitivo  il  numera- 
tore ; ma  perchè  fia  pofitivo  il  denominatore,  deve  eflc* 
re  x > za  , e non  potendo  efiere  maggiore  di  2 a,  ed 
aflìcme  minore  di  a +■  b , e di  a , non  potranno  efferc_» 
pofitivi  il  numeratore , e denominatore  ; e però  tra  i 
punti  AT,  e C non  vi  faranno  ordinate  reali . Se  (1  pren- 
da x > a-t-by  farà  il  numeratore  negativo  , come  pure 
le  fi  prenda  x < a — b;  c fe  fi  prenda  x < 2 a , farà 
pure  negativo  il  denominatore  ; adunque  tra  A , ed  AT, 
e tra  C,  ed  M vi  faranno  ordinate  reali , e la  curva— 
farà  a uh  di  predo , come  nella  Fig.  13 1.  ' 

■ ■ Prendo  la  x negativa  , mutando  adunque  i fegni 
a*  termini  della  x ad  efponcntc  difpari,  far£  l’equazione 


y-~iz  j/  x ' — 


bbx  +■  zaxx  +-  aax  , cioè 


— xa  — x 


y—±^ bbx—x'  — zaxx  — aax  . Il  denominatore  farà 

fempre 


xa  +-  x 
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Tempre  polìtico  , ma  acciò  fia  pofitivo  il  numeratore,. , 
converrà  , che  fia  bbx-^x'~~-xaxx  — aax  > o , e divi- 
dendo per  x y c trafponendo,  xx  +•  zax  +■  aa  bb  , cioè 
x +■  a < b , e però  x < b — <*  , ma  fi  è fuppofio  b < a, 
adunque  b — a farà  quantità  negativa  , e però  non  potrà 
mai  edere  *■  < b — a , cioè  non  potrà  mai  edere  pofi- 
tivo il  numeratore  , quindi  le  ordinate  y faranno  Tempre 
•immaginarie  , onde  dalla  parte  delle  affido  negative  non 
vi  farà  curva . 


ESEMPIO  VI. 

Sia  P equazione  y * — zayy  — aay  •+-  2 a'  — axy  , 
cioè  x = y ' — ' zayy  — - aay  +-  2 a 1 . Dal  punto  fido  A 
•y 

( Fig.  132.)  fulla  indefinita  AQ  prendo  le  y , e fulla_ 
indefinita  AM,  o ad  eda  parallele  nel  dato  angolo  del- 
le coordinate,  prendo  le  x . Polla  y=. o , farà  x — zaa  t 

O 

cioè  * = 00  , adunque  la  curva  anderà  all'afintoto  AM. 
Per  vedere  , fe  la  curva  taglia  l’ade , e dove  , pongo 
x — o , e però  y* — 2 ayy — aay  +■  za  * = o , e rifolvendo 
quell’  equazione  cubica  fi  anno  tre  valori  della  y , cioè 
y —a  , y — za  , y — — a . Fatta  adunque  AB  zz  A D — 
BCzia,. ne’  punti  B,  C dalla  parte  de’  pofitivi , e nel 
punto  D dalla  parte  de’  negativi  la  curva  taglierà  l’ade . 


234. 
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233.  Se  l’equazione  y' — 2 ayy — aay  la  ' fofle  irri- 
ducibile , onde  non  fi  poteflero  avere  i yalori  aritmeti- 
ci della  y , s’avrebbe  a coflruirc  efTa  equazione,  ed  i 
valori  della  y geometricamente  ritrovati , e colle  linee 
efpreffijCi  darebbero  i punti  ricercati , il  che  s’intenda 
detto  di  qualunque  cafo  limile.  Pongo  y—7,a  , e lari 

» 

xzz — 5 a,  cioè  ordinata  negativa,  adunque  la  curva-. 

Il 

pa(Ta  al  di  fotto  dell’ afte  AQ  in  B , e torna  al  di  Copra 
in  C.  Pongo  y—  00  , farà  x—yy  , cioè  # = 00  , e però 

a 

la  curva  anderà  all1  infinito  . E*  chiaro  , che  il  ramo  in- 
finito BE  farà  convello  all’ afte  AM,  il  ramo  BC  con- 
cavo* all’ailc  AQ  , e CF  convello,  quando  la  curva  non 
abbia  flellì  contrarj  . 

Si  prendano  ora ‘le  afitirc  y negative  da  A verfo  D, 
farà  adunque  l’ equazione  x— — y » — 2 ayy  -4-  aay+-  za 1 , cioè 

— *r 

x — y'+-  2 ayy  — aay  — la*.  Prendo ^~o , farà  x — — 2 aa~ 
•y  ' - ~ 

— 00,  adunque  MA  infinitamente  prodotta  dalla  parte 
dei  negativi  farà  pure  alìntoto  della  curva.  Prendo  y — fa, 
farà  * = — 15 a ; prendo  y~a  , farà  * = 0 , e la  curva_ 
4 — 

patterà  per  D;  prendo  y — oo  , farà  x~yy  — 00,  e la_. 

* 

cur- 
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curva  al  di  Copra  di  AD  anderà  all*  infinito  ; pren- 
do  y — $a  — AKy  farà  * = 40 azzKP;  prendo yzz2j~AN\ 

7~  . 

farà  x — Ca  — NR  ; quindi  perchè  condotta  la  retta  DP, 
farà  NT^qoa  , e 40.3  > <5j  , adunque  lari  NT > NR , 
i ~<i~ 

e la  curva  in  R convella  all’ alfe  AK  , cioè  concava-. 

• » * 

all’aire  A M ; ma  fe  efia  va  all’  afintoto  AV  al  di  Cotto  di 
AK,  necclTariamente  deve  anche  clTere  ad  elio  convcf- 
fa  , adunque  avrà  un  Aedo  contrario , per  determinare 
il  quale  non  è quello  il  luogo  . 

234.  Ma  fe  la  propolla  equazione  della  curva  da., 
coflruirfi  conterrà  ambe  le  incognite  elevate  a maggio- 
re poteflà  della  feconda , onde  non  polTa  generalmente 
Tidurfi  tale  , che  da  una  parte  del  fegno  d’egualità  ab- 
bia una  delle  due  incognite  fola,  e di  una  fola  potcllà, 
allora  crefeerà  bensì  l’operazione , ina  non  la  difficoltà 
del  metodo  , imperciocché  fidato  un  valore  noto  per 
l’una  delle  incognite  , per  efempio  * , fi  avrà  un’equa- 
zione folida  data  per  y , e le  collami  , da  rifolverfi  o 
coflruirfi , da  cui  fi  averanno  i valori-  della  y , che  de- 
termineranno tanti  punti  in  curva . 

Indi  filfato  un’altro  valore  per  la  xy  averaffi  un’al- 
tra equazione  folida  da  rifolverfi  o coflruirfi  , che  ci 
fomminifirerà  altri  punti  in  curva  ; e cosi  di  mano  in 
mano  fucceffivamente  operando,  li  troveranno  quanti. 

. . punti 
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punti  fi  vogliono  della  curva  da  defcrivcrfi  . 

235.  Ma  dovendoli  in  quelli"  incontri  , ed  in  altri 
ancora  , come  nell’  efempio  fello  , rifolvere  e cofiruirc 
equazioni  folide  , pare  , clic  fi  faccia  un  circolo  vizio- 
fo, poiché  trattando  de*  problemi  folidi  ó fuppofia  la  deferi- 
zione  delle  curve  anche  fuperiori  alle  fezioni  coniche;  ma 
la  cofa  non  è cosi,  fe  bene  fi  riflette  , imperciocché  fe  la 
curva  da  deferiverfi  è della  terza  , o quarta  dimenilo- 
ne,  della  terza  o quarta  al  più  farà  l’equazione  folida 
da  cofiruirfi  , il  che  fi  fa  per  mezzo  delle  fezioni  coni- 
che ; adunque  lenza  circolo  viziofo  defcriverafll  qualun- 
que curva  della  terza,  o quarta  dimenfione  . Se  l’equa- 
zione della  curva  da  deferiverfi  farà  della  quinta  dimen- 
fione , l’equazione  folida  da  cofiruirfi  farà  al  più  della^. 
quinta,  il  che  fi  farà  per  mezzo  d'una  curva  della  ter- 
za , c di  una  della  feconda  , e Umilmente  fi  difeorra  di 
dimenfioni  fuperiori;  dal  che  apparifee  , non  eflervi  om- 
bra di  circolo  viziofo  . 

PROBLEMA  I. 

236.  Dato  il  femicircolo  AEB,  ( Fig.  133.  ) Jt  diman- 

da il  luogo  de’  punti  M tali , che  fe  per  ciafcttno  di  ejji  fi 
tiri  dall'  eflrcmitn  A del  diametro  una  retta  , che  taglierà 
la  periferìa  in  D , * fi  ahhaffino  le  M P , DO  perpendico- 
lari al  diametro  , le  intcrcette  dal  centro  C P , G O fieno 
fempre  eguali  tra  loro  . Sia 
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Sia  M uno  dei  punti  , che  fi  cercano,  e fi  chiami 
AB — a ,A  P — x , P M—y  ,e  poiché  deve  e fière  CP—COt 

farà  OB—AP—x,  ed  OD—i/zx — xxy  e per  la  fimi- 
litudine  de*  triangoli  APM , AOD  , farà  x , y::a — x , 

V ax  — xx , e però  y — x^ax  — xx  , cioè  y — x 1/ x , o 
pure  y — xx  , equazione  della  curva  da  deferiverfi, 

1/  ax—  xx  - 

che  è la  Cìjfoide  di  Diocle  . 

Per  defcriverla  fulla  data  Figura  per  varj  punti:  fi 
ofiervi , che  la  retta  AB  è l’aire  delle  x , ed  A il  pun- 
to, da  cui  anno  origine,  e perchè  le  y fono  perpendi- 
colari a quello  alle  , condotta  dal  punto  A la  tangente 
AQ  ; farà  efla  l’alTe , a cui  le  ordinate\y  debbono  rife- 
rirfi . Quelle  cofe  premefie  , fi  ponga  in  primo  luogo 
x—o  per  vedere  fe  la  curva  taglia  l’alTe  AQ  , e per- 
chè fi  ritrova  pure  y — o , farà  A un  punto  nella  curva 
da  deferiverfi  . Si  ponga  y—o  per  vedere  fe  la  curva,, 
taglia  TalTe  AB  in  qualche  altro  punto  , ma  poiché  fi 
trova  x — o , non  incontrerà  la  curva  i due  alfi  in  altro 
punto  , fuorché  in  A. 

Sia  x—~o  , farà  y — a ; fia  x—^a,  farà  ~ a\ 
31/2 

e però  eretta  dal  centro  la  perpendicolare  C E 
al  diametro  AB  , paffèrà.  la  curva  per  lo  punto  E . 

Bbb  Sia 
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Sia  x—ta , farà  ^.  = 43  , c polla  finalmente  x—a,  fi 
i 3 v 2 

trova  y—aa—oo  , e perciò  la  tangente  BR  al  circolo 
° - 

farà  l’afintoto  della  curva . Prendo  .v  maggiore  di  a t 
farà  negativa  la  quantità  fotto  il  fegno  radicale  nel  de- 
nominatore , e la  curva  immaginaria  , la  quale  cflendo 
pure  immaginaria  , prefa  la  x negativa  , farà  comprefa 
fra  le  due  tangenti  AQ,  BR  prodotte  in  infinito  . E 
poiché  va  all’ afi moto  BR  , non  avendo  fleffi  contrarj , 
converrà,  che  fia  tutta  convella  all’ alle  AB,  e farà, 
come  nella  Fig.  133. 

PROBLEMA  II. 

237.  Dato  P angolo  retto  ABC,  ( Fig.  1 34.  ) e dato 
il  punto  A nel  lato  AB  , Jt  cerca  il  luogo  di  tutti  i punti 
M tali  , che  condotte  per  cìafcmo  di  ejji  le  rette  linee  A E, 
terminate  dal  lato  BG  nei  punti  E,Jìafempre  EM  = EB. 

Si  tiri  una  qualunque  retta  A E , e fia  M uno  dei 
punti , che  fi  cercano  ; fi  abbaffi  dal  punto  M ad  AB 
la  perpendicolare  MP  , e fi  chiami  AP—xt  P M—y  , 

AB  — a,  farà  PB  — a — a*,  ed  A M—  xx +•  yyt  ma  per 
i triangoli  fimili  APM , AB  E,  farà  x,  y::a , BE, 
dunque BE—EM  — ay^,  ma  è jmche  A P ,PB::A M,ME, 

cioè 
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cioè x, a—x '*Vxx+-yy,ayJ  dunque ay -a  — x 1/ xx  +yy, 

* 

e quadrando,  aayy  — aaxx  — 2ax'  +•  x*-^aayy — 2 axyy+- 
Xxyy * c*°è  aaxx  — 2 ax‘+-x*  ~yy  , e finalmente,  eflèn- 


lax — xx 


do  la  radice  di  aaxx  — 2ax'-*-x  + tanto  ax—xx  , quan- 
to **  —ax  , farà  y-  ax  — xx  , cd  y = xx  — ax  , cioè 

. ' . - ’ - ^X4X—  XX  •'''*«* XX 

±.y~ax — xx , equazione  alla  curva,  che  fi  cerca. 

— x«*  — xx  , • 

Le  ordinate  y faranno  adunque  pofitive  , e negati- 
ve , ed  eguali  fra  loro  , e le  pofitive  c le  negative  cor- 
rifponderanno  alla  medefinu  affitta , e però  la  curvai 
farà  al  di  fopra , ed  al  di  fotto  dell’ affé  A B in  tutto 
fimile  , ed  eguale  . 

Condotta  dal  punto  A la  perpendicolare  A R alla^ 
AB,  h quale  farà  [•'affé,  a cui  fi  rapportano  le  ordina- 
te , , ficcome  AB  è quello  delle  affitte  *;  pongo  in 
primo  luogo  * = o per  vedere  fe  la  curva  patta  per  lo 
punto  A,  e perchè  trovo  parimenti  y~o  , farà  jj  pim. 
t0  A_  a vert*ce  della  curva  . Sia  ori  y=o  , farà  **__ 
*x-o  , e però  , ed  x=a  , onde  ricavo  , che  la 
curva  patterà  per  lo  punto  B . Sia  * = -*„,  far^  ±/- 

— ' Sia  x~\a , farà  ±z y = a . Sia  *=4Jj  farà 
3-5  ’•  •-  2~3  ; - 

±y-ja_.  Su  x — 2a  , farà  , eperciò, 

3-8  V 

Bbb  2 ' prefa 


« 
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prefa  AD  — a , e condotta  la  retta  SQ  indefinita  pa- 
rallela alla  P M,  farà  eira  l’afintoto  della  curva  . Sia  x 
maggiore  di  la  , farà  negativa  la  quantità  fotto  il  vin- 
colo radicale  , e però  immaginaria  l'ordinata  y , adun- 
que oltre  il  punto  D non  vi  farà  più  curva  . E’  chia- 
ro , che  la  curva  tra  il  punto  A , ed  il  punto  B farà 
concava  all* alle  AB  , e poiché  oltre  al  punto  B va  all* 
afintoto  SQ  , farà  tra  B , e D conveffa  all'  afte  B D ; 
intendendo  però , che  non  abbia  fleffi  contrar] . 

Prefa  la  x negativa  , farà  femprc  negativa  la  quan- 
tità lotto  il  vincolo  radicale  , c però  immaginaria  l’ordi- 
nata y ; adunque  dalla  parte  delle  afiilTe  negative  non 
vi  farà  curva  , quindi  farà  elTa  a un  di  predò,  corno 
nella  Fig.  134. 

PROBLEMA  III. 

238.  Dato  il  femicircolo  ADG  ( Fig.  135.)  del  dia- 
metro  A C ; fi  ricerca  fuori  di  ejfo  il  punto  M tale  , che 
condotta  MB  normale  al  diametro  AC  , che  taglierà  il 
circolo  in  D } Jia  AB,  B D : : A C alla  B M , e perché 
infiniti  fono  i punti  M , che  foddisfanno  al  problema  , 

/ 

ne  dimanda  il  luogo  . 

• > 

Sia  M uno  di  quelli  punti , e chiamata  A Czz  a* 
AB  — xt  B M —y , farà  , per  la  proprietà  del  circo- 
lo, 


Digitizedby  Googl 


3 


1 


ANALITICHE.  381 

lo  , B D — K ax  — xx  j e per  la  condizione  del  proble- 
ma, farà  A B , B D::  AC  y B Mt  cioè  x , v ax  — xx:  :fl,  y ; 

e però  y zzai'' ax  — xx  , o fia  y zzai'  a — x , equazione 
* in- 

aila curva  da  defcriverfi  , che  dicefi  la  l'erfitra  . 

Poiché  AB—Xy  B Mzzy  , farà  AC  l’arte  delle  * , 
ed  AQ , parallela  alla’  B M , l’arte  delle  ordinate  y . Si 
ponga  primieramente  x — o , farà  y — co,  c però  AO 

I’afintoto  della  curva- . Sia  yzz  o , farà  av  a — x~o,  o 
però  xzza  ; quando  adunque  fia  xzza  , la  curva  taglie- 
rà l’arte  AC , e patterà  per  confeguenza  per  lo  punto 
C,  che  ne  farà  il  vertice  , Sia  xzzARzz  a , farà  ^=3  ; 

X 

fia  x — AP—^a,  farà  yzzai/-  ; fia  xzz  AF—  43 , farà 

T j 

y~al'-4  . Porta  a;  maggiore  di  3, la  quantità  fotto  il  fegno 

radicale  farà  negativa, e la  curva  immaginaria.  Per  vedere 
fe  la  curvi  fia  concava,  o converta  all’ afre  AC,fi  faccia  la 
proporzione  : come  CP  — a ( che  corrifpondc  alla  xzz  3 7) 

4 • 4 

a\U yzza\^-~  , cosi  CFz:~  a ( che  corrifponde  alla  a- = 4,1) 

s 

al  quarto  , che  farà  44  l'-j  ; ma  la  x zz  4.1  ci  cjà 

s 7 

' * * » . 

y zz  a \s - t e 41  K-  è minore  di  3^-  . adun- 

s 

que  farà  la  curva  concava  all’arte  AC  ; ma  per 

l’afin- 
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I'afintoto  AQ  deve  anche  edere  convedi,  adunque  fari 
in  pane  concava  , ed  in  parte  convedi  , e però  avrà 
un  Aedo  contrario  , il  quale  fi  troverà  col  metodo  da 
darfi  a fuo  luogo  ; e perchè,  prefa  la  x negativa,  è ne- 
gativa la  quantità  fotto  il  vincolo  radicale  del  denomi- 
natore , cioè  immaginaria  la  y , perciò  la  curva  farà  , 
come  fi  vede  nella  Fig.  135.  avvertendo,  che  ella  curva 
à un  ramo  firaile  , ed  eguale  al  ramo  CL  Mt  dalla  parte 
delle  y negative  . 

PROBLEMA  IV. 

139.  Data  la  retta  indefinita  NN,  ( Fig.  136.  ) e 
dato  un  punto  P fuori  della  tnedejima  , fi  domanda  il  pun- 
to M tale  , che  condotta  da  ejfo  al  punto  P la  retta  M P, 
Jìa  la  intercetta  fra  la  linea  indefinita  N N , ed  il  punto 
M,  eguale  ad  una  data  linea , e perchè  infiniti  fono  i pun- 
ti , che  foddi sfanno  , fi  cerca  il  luogo  di  effi  punti. 

Si  tiri  dal  punto  P la  retta  P A perpendicolare  alla 
jVN,  e la  retta  P M ad  un  qualunque  punto  M , che  fi 
fupponga  effere  uno  di  quelli  , che  fi  cercano  , e con- 
dotta la  retta  ME  parallela  alla  N Ny  fi  chiami  PS—bt 
SE  — Xy  EM—yt  e fia  SA— a la  data  linea,  a cui  de- 
ve edere  eguale  la  retta  NMt  per  la  condizione  del  pro- 
blema . Si  tiri  dal  punto  N la  retta  NO  perpendicolare 

alla 
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alla  EM,  farà  MOzzi/aj  — xx  , e per  i triangoli  Pimili 
PEM,  NOM ; P£,  E M ::  NO  , OM,  do  è b +-  x , 

y::x,  U' aa — xx  , e però  £ x 1/ «i?  — =r  jc/  , o 
quadrando  , xxyy  zz  aaxx  — x 4 +.  zaabx  — zbx  ' +■  aabb  — 
bbxx  , e finalmente 

y — +z  t/ aaxx  — x*4-  laabx — lbx,+-aabb — bbxx  , equa- 

X • 

zionc  alla  curva  da  defcriverG  , che  è la  Concoide  di 
Nicomcde  . 

Tre  diverfi  cafi  pofTono  difìinguerfi  in  quello  pro- 
blema ; cioè  può  eflere  b~a\  può  elTere  b minore  di  a; 
e finalmente  b maggiore  di  a . Sia  in  primo  luogo 
b—a  , fi  muterà  l’equazione  nella  feguente 

y—±  V — x*  +•  za'x  — lax’-t-a*  . 

- X 

Poiché  SE—x  , EMzzy  , farà  NN  l’afTe  , a cui  fi 
riferifcono  le  y , c P A quello  delle  x , delle  quali  S è 
l’origine.  Pongo  in  primo  luogo  *z:o,  per  vedere.» 
fe  la  curva  paffa  per  lo  punto  S , e perchè  nc  vieno 
y — £ na  , cioè  y infinita  pofitiva  , c negativa- , farà 

O 

NN  l’afintoto  della  curva;  pongo  yzzo  per  vedere  do- 
ve la  curva  taglia  l’affe  PA  , e . farà  — x 4 4-  za'x — 
ìax » 4-  a'zzo  , onde  rifoluta  colle  regole  già  infegnato 
quell* equazione  , le  radici  di  eiTa  ci  determineranno  i 

punti 
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punti , ne’  quali  la  curva  incontra  il  detto  affé  PA;  ma 
quattro  fono  le  radici  di  quell’  equazione  , cioè  x—a 
pofitiva  , e tre  eguali  negative  * = — a,  dunque  la_. 
curva  incontrerà  l’afle  in  due  punti  lontani  dal  punto 
5 la  quantità  a , ma  perchè  non  fi  tratta  per  ora  , che 
delle  x politi  ve,  ballerà  confiderare  il  valore  pofitivo, 
e però  la  curva  patterà  per  lo  punto  A eflendo  , co- 
me fi  è fuppollo  , SA— a.  Sia  x — \a  , farà  y—+z 

v 27 ja  . Sia  x = za  , farà  y = ± t/  ufjg  . Sia  x mag- 
* } 6 
giore  di  a , farà  negativa  la  quantità  fotto  il  vincolo  ra- 
dicale , ettendo  in  quefl’  ipotefi  il  primo  termine  mag- 
giore del  quarto,  ed  il  terzo  maggiore  del  fecondo, 
onde  prefa  la  * maggiore  di  a , farà  la  curva  immagi- 
naria . Refia  da  vederli  fc  fia  fempre  etta  curva  con- 
verta all* atte  P A,  giacché  in  parte  deve  erterlo  per 
cagione  dell’ afintoto  NN.  Si  faccia  adunque  la  propor- 
zione: com cAE—~  a ( la  quale  corrifponde  alla  x—~  a ) 

alla  y = t/  27  aa  , cosi  Al  = j a al  quarto  , che  farà 
% 

1/ ijaa  , ma  AI—~X  a corrifponde  alla  x—  za  , e perciò 

i • 1 

alla  y—i/  libati , e la  1/125 aa  è maggiore  di  1/27^, 

6 •-  6 j 

dunque  la  curva  farà  in  parte  concava  all’ atte  PA,  ed 

in 
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in  confeguenza  avrà  un  Aedo  contrario  , come  fi  vedrà 
a Tuo  luogo  . E perchè  al  medefìmo  valore  della  x cor- 
rifpondono  due  valori  eguali  della  y , l’uno  pofìtivo  , 
l'altro  negativo,  avrà  la  curva  un’altro  ramo  dalla  par- 
te delle  y negative  limile  , ed  eguale  a quello  dalla., 
parte  delle  positive  , e farà  , come  lì  vede  defcritta_. 
nella  Fig.  136. 

Ter  deferivere  la  curva  dalla  parte  delle  x nega- 
tive , converrà  cambiare  i fogni  de’  termini  , ne*  quali  la 
incognita  è elevata  a potcflà  difpari , onde  farà  l’equa- 
zione y — Z.v'  — x* — za  * x +-  2 ax  * +-  a 4 . Sia  in  primo 

* • • — .V  • *.***• 

luogo  adunque  x—o  , farà  y~±.  aa  , e perciò  NN 

O 

l'afintoto  della  curva  anche  dalla  parte  dei  negativi. 
Sia  y—o  , farà  — x 4 — za  ’ x -t-  ìax  ’ +-  a 4 = o , da  cui  fi 
ricavano , come  fopra  , quattro  radici  ; tre  eguali  pofiti- 
ve  x — a , ed  una  negativa  x = — a.  La  radice  negati- 
va , che  era  pofitiva  nel  cafo  anteriore  , fi  è già  fidata 
nella  concoide  fuperiore  ; i tre  valori  eguali  poi  figni- 
ficano  , che  nel  polo,  dittante  appunto’ la  quantità  a 
dall’origine  delle  x , avrà  la  curva  un  regreflò  , di  cui 
fi  tratterà  nel  metodo  dei  fletti  contrarj  . Sia  .v  — 

farà  y — ±.  v "*,aa  ; fia  .v  — za  , farà  y—~.  1/5 aa  . Si 

~ 7, 

prenda  x maggiore  di  a,  fara  la  curva  immaginaria^  , 


C ce 


per- 
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perchè  elTendo  la  quantità  fotto  il  vincolo  radicale  il 
prodotto  di  xx  — zax +- aa  , quantità  Tempre  pofitiva,  in 
aa — xx  , che  in  quella  ipotefi  è negativa  , farà  nega- 
tiva tutta  la  quantità  fotto  il  fegno  radicale  , e però 
immaginaria  la  ordinata  y . Si  . faccia  ora  la  proporzio- 
ne: come  PR  = ia  (fatta  SR-\a)  alla  1/3 aa  , così 

X 

PQ—-a  ( fatta  *1  quarto,  che  farà  ^3 aa  , 

3 3 

ma  alla  SQ—  2 a , cioè  alla  corrifponde  la- 

3 3 

yzz\yjaà  ,c  Ky<wè  minore  di  ^$aa,  adunque  farà 

6 6 J 

Tempre  convella  la  curva  all’afle  NN,  ( fuppollo , che 
non  abbia  flelfi  contrarj  ) ed  avrà  due  rami  Amili , ed 
eguali  fra  loro  , corrifpondendo  alla  ftelTa  x due  valori 
.eguali  della  y , l’uno  pofitivo  , l’altro  negativo,  c pe- 
rò farà  , come  fi  vede  deferitta  inferiormente  nella— 
Fig.  i$<S. 

240.  Sia  ora  b minore  di  a , l’ equazione  è adunque 
y — ±.  V aaxx  — x * +-  Zaabx  — 2 bx 3 -t-  aabb — bbxx  . 

~ X 

Pongo  x — o y farà  y — — ab_  — ±.  00  , e però  NN 

O 

(F/g.  137.)  anche  in  quello  cafo  I’afintoto  della  curva;  fia 
y — o,  farà  aaxx  — .¥♦+•  zaabx — zbx'  +-  aabb — bbxx— o, 

le 
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le  di  cui  quattro  radici  (cioè  xzz ±.a  y e due  tra  loro 
eguali  x = — b ) determineranno  i punti , nc*  quali  la_ 
curva  taglia  l’allc  P A;  ma  per  ora  baderà  confiderarc 
il  valore  pofitivo  x-a,  e perchè  SA  zza,  farà  A il 

vertice  della  curva.  Pongo  xzz^azzSE,  farà  yzz±r 
V3ZJ+- 1 lab  +-  12 bb  — £ M . Pongo  x = la  zz  SI  farà 

1 T . 

y — izv zoaa+-  fioab+- 4$bb  — IK  . Faccio  la  proporzione: 
6 

'AE(-a),  EM  ( ^ 3 aa  +-  izab+-  izbb  ) y.AI(-a)  al 

* ~ 

quarto  IV , che  farà  P'  $aa+-  iz.ib+-  iz bb , per  vedere  fe 

5 

la  curva  è concava , o convella  all*  affé  SA  ; ma  prefa 
AI—-~a , fi  à SI— za,  a cui  corrifponde 

3 

IKzzy  zz  V 20 aa+-  6oab+-  4 sbb  , e fi  trova  ellère_. 

. — , r 

IV(yiaa+-  12 ab+-  1 2 bb)  minore  di  IK  (yzoaa+-  6oab+-  ^bb)9 

3 ' '<f  ’1''  ■’ 

dunque  farà  la  curva  concava  all’affe  SA;  ma  poiché  va  all’ 
afintoto  N N,  farà  pure  convella  , e però  avrà  un  flef- 
fo  contrario . 

E’  chiaro  , che  prefa  l* affilia  oltre  il  punto  A , cioè 
la  x maggiore  di  a , non  vi  farà  curva  , poiché  il  fe- 

C c c 2 condo 
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condo  termine  del  radicale  farebbe  maggiore  del  primo, 
il  quarto  maggiore  dd  terzo  , il  fedo  maggiore  del 
quinto,  e però  negativa  la  quantità  fotto  il  vincolo, 
cioè  immaginaria  la  y . 

E perchè  alla  detta  affitta  x corrifpondono  due  or- 
dinate y eguali,  una  pofitiva  1*  altra  negativa , farà  la^. 
curva  la  detta  anche  dalla  parte  delle  ordinate  negative, 
ed  a un  di' pretto,  come  nella  Fig.  137. 

Per  deferivere  la  curva  dalla  parte  delle  affitte  x 
negative,  muto  il  fegno  nell’equazione  ai  termini,  ne* 
quali  la  x è a potedà  difpari , ed  è 

y —±z  aaxx  — a.-4  — laabx  +•  ìbx'  4.  aabb  — *■  bbxx .■ 

— « X 

Pongo  x , e trovo  y^iz  ab  , cioè  infinita  , e_» 

0 ■> 

però  N N farà  pure  1*  afintoto  . Pongo  y — o , e farà 
aaxx  — x 4 — zaabx  +-  ìbx*  +■  aabb — bbxx= o;  le  quattro 
radici  di  qued’ equazione  , che  fono, due  x = iz  a , e due 
eguali  x — b,  determinano  i punti , dove  la  curva  taglia 
I’atte  AP  . La  negativa  x — — a mi  dà  il  punto  A , Ia_ 
pofitiva  x=a  il  punto  m , e le  due  eguali  x=b  il  pun- 
to P , che  farà  un  nodo  della  curva  ; prefa  PR-SRzz 

-b^zx  , farà  y — ±L  ^4  aa  — bb  — RT  ; prefa  PQ=~  b , 

. ; \ * • ' 

cioè  S £)—x  — -z-  b , far ky—t.  v 9^^  — ^bb—Q  H . Faccio 

6 

J ana- 
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l'analogia  PR  (-j£),  RT(^^a-bb)  ::  PQ  ( -J  £ ) » 

& 

QO  ( 1/431 — bh  ),  per  vedere  fc  la  curva  è concava-. , 

i 

o convella  all’ alfe  PS  , ma  QO  (1/4 aa  — bb)  è mag- 

1 

giorc  di  QH  — a,bb  ) , adunque  la  curva  è con- 

j— 

velia  all’alTe  PS , e feguita  ad  elTerlo,  andando  all’afin- 
toto  NN. 

Prefa  l' affilia  oltre  il  punto  m , .cioè  x maggioro 
di  a , non  vi  lari  curva , perchè  il  radicale 

1/  hjxx — x* — uabx  + zbx'  +•  aabb — bbxx  è lo  Hello  , 

che  aa — xx  X — 2 bx-t-bby  ma  porta  x maggiore 

di  a y farà  aa  — xx  quantità  negativa  , ed  xx  — ibx+-bb 
è quantità  poltriva  , adunque  negativo  il  prodotto  , o 
però  immaginaria  la  ordinata^.  Prela  P affilia  oltre  il 
punto  P , cioè  x maggiore  di  b , ma  però  minore  di  a, 
farà  ad — xx  , come  pure  xx  — zbx+-  bb  , quantità  poli- 
tiva  , e però  pofnivo  i!  prodotto , e reale  la  ordinata 
adunque  tra  P , ed  m corrifponderà  pure  la  curva , o 
farà  dia  la  foglia  Pxrr.y  col  nodo  in  P , e la  curva  farà 
a un  di  preffo  , come  nella  Fig.  137. 

241.  Sia  finalmente  b maggiore  di  at  l’equazione 
è la  lìdia  del  cafo  anteriore  , e prefe  le  -allure  x poli- 
ti ve, 
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tive  , c pure  limile  la  curva , prefe  poi  le  .v  negative , 
c fuppolìa^no  , le  quattro  radici  dell’equazione  , cioè 
x — iz  a , e le  due  eguali  x — b danno  bensì  i medefi- 
mi  punti  A,  m>  P nell’ affé  PA\  ma  il  punto  « è al 
di  fopra  del  punto  P,  ed  alluma  l’ affilia  maggiore  di 
Sm , cioè  x maggiore  di  a , farà  aa — xx  quantità  ne- 
gativa , e perchè  è xx  — 2 bx -t- bb  quantità  pofitiva  , fa- 
rà negativo  il  prodotto , e però  immaginaria  l’ordinata 
y , adunque  la  curva  non  avrà  la  foglia  dell’anteriore, 
ma  avrà  in  m il  vertice  . E poiché  la  curva  è prima., 
concava  , e poi  convella  all’  affé  P S > come  facilmente 
fi  può  vedere  , e va  all’alintoto  NN , farà  a un  di  pref- 
fo  , come  nella  Fig.  138. 

242.  Quello  metodo  di  deferivere  le  curve  per  in- 
finiti punti  può  forfè  ridurli  a maggior  perfezione  col 
fervirfi  anche  di  collruzioni  geometriche  . Ne  darò  al- 
cuni efempj , i quali  baderanno  a mettere  la  cofa  in 
chiaro . 


ESEMPIO  I. 

Vogliafi  codruire  per  varj  punti  la  curva  del  Pro- 
blema I.  num.  236.  , che  è la  Ciffoide  di  Diocltj  , 
la  di  cui  equazione  fi  è trovata  eflere  y = xx 

. t''  ax  •—  xx 

Col 
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Col  raggio  AC—\a  {Fig.  133.)  defcriito  il  circo- 
lo A EBe  , c prefa  ad  arbitrio  A P — x , ofifervo,  che  la 

corrifpondenTe  ordinata  Pf  è = Y ax — xx  ; per  lo  pun- 
to / tiro  il  diametro  fCD,  e congiunti  i punti  A , D 
colla  linea  AD,  il  punto  M , in  cui  ella  taglia  l’ordi- 
nata fuperiore  P F continuata  , fe  fa  bifogno  , farà  al!a_. 
Ci  {foie  e.  Imperciocché  effendo  retto  l'angolo  nel  femi- 
circolo  / AD  , ficcome  pure  l'angolo  APM  delle  coor- 
dinate , faranno  fintili  i triangoli  AfPt  APM , e però 

farà  l'analogia  fp  , A P ::  AP,  PM,  cioè  v ax — xx  , 
x : : x , y , onde  farà  y — xx  , il  che  ec. 

^ ax  — xx 

In  altra  maniera  : poiché  fono  fimili  i triangoli 
PCf , CDO,  per  efler  retti  gl' angoli  P , 0 , ed  eguali 
gl’ angoli  al  vertice  PCf,  DCO;  ed  in  oltre  Cf—CD , 
farà  anco  CP  — CO , proprietà  della  curva. 

ESEMPIO  IL 

Sia  la  curva  del  Problema  II.  num.  237  , !a_. 
di  cui  equazione  è iz  y — ax — xx  . Col  raggio  AB— a 

tax—xx 

( Fig.  1 34.  ) fi  deferiva  il  circolo  AFD , prefa  una  qua- 
lunque AP  — x,  fi  tiri  dal  punto  P l’ordinata  PF— 

lax  — xx,  e condotto  il  raggio  BF,  fi  tiri  A HE 

ad 


39i  INSTITUZ  IONI 

ad  eflo  normale  , taglierà  quella  l’ordinata  P F conti- 
nuata , fe  bifogna , nel  punto  M , che  farà  alla  curva_. 
A MB,  che  fi  cerca  . Imperocché  elTendo  limili  i due_. 
triangoli  AMP , FMH , ed  ih  oltre  limili  i triangoli 
FMH , FBP  , farà  il  triangolo  AMP  fintile  al  triango- 
lo BFP  , e però  fi  avrà  P F , PB  ::  AP  , P M , cioè 

1/  zax — xx,  a — x ::  x,  y , onde  fi  ricava  l’equazione 
propofia  ax  — xx  —y  , il  che  cc. 

iax  — xx 

In  altra  maniera  : poiché  il  triangolo  AMP  è limi- 
le al  triangolo  AHB , c fi  è veduto  di  fopra  , che  il 
triangolo  AMP  c Umile  pure  al  triangolo  FPB,  farà 
il  triangolo  AHB  limile  al  triangolo  FPB  , ma  il  lato 
AB  — BF , dunque  farà  anche  BH~BP ; fi  tiri  la  ret- 
ta MI  parallela  ad  AB  , faranno  limili  i triangoli  BHE , 
MIE  , ma  faranno  anche  fra  loro  equilateri  , cfiendo 
BH—BP—MI,  dunque  farà  EB—EM,  che  è la  pro- 
prietà fundamentale  della  curva  propofla  . 

ESEMPIO  III. 

Sia  da  defcriverfi  la  Verfiera  del  Problema  III, 
num.  238. , la  di  cui  equazione  è y—a  V ax  — xx  . Ef- 

X 

fendo  il  diametro  del  circolo  AC  — a , e prefa  ad  arbi- 
trio 
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trio  una  qualunque  AB—x,  ( Fig.  135.)  fi  tirino  le  in- 
definite BMt  CE  perpendicolari  ad  AC , indi  per  Io 
punto  D , in  cui  la  B M taglia  il  circolo  , fi  tiri  A D, 
che  prodotta  taglierà  CE  in  E , dal  punto  E fi  abballi 
una  parallela  ad  A C , incontrerà  elTa  la  B M nel  punto 
Af,  che  appartiene  alla  curva  . In  fatti,  per  la  proprie- 
tà del  circolo  , BD—i^ax — xx,  e,  per  i triangoli  finti- 
li ABD  , ACE , è AB  , B D : : AC , CE,  cioè  x , 

l sax  — xx  : : a,  CE—aWax — xx  —y  , equazione  del- 

X 

la  curva  . 

ESEMPIO  IV. 

Sia  da  deferiverfi  per  varj  punti  la  Concoide  di  Ni- 
comede  del  Problema  IV.  num.  239. , la  di  cui  equa- 
zione ir  y — b ±.x  1/  a a — xx  ; Ila  SA—Sa  — a,SP  — b , 
iz  x 

col  raggio  SA  zza  fi  deferiva  il  circolo  ABCa,  ( Fig. 
139.)  e prefe  ad  arbitrio  due  affilTe  SE,  Se  tra  loro 
eguali  , che  fi  chiamino  x , pofitive,  e negative , fi  tiri- 
no le  ordinate  EB  , e C,  ciafcuna  delle  quali  farà 

= i/aa  — xx  , e fi  producano  oltre  i punti  B , C inde- 
finitamente , per  i punti  S,  B fi  tiri  la  retta  SB  , e per 
lo  punto  P ad  elTa  fi  tiri  parallela  la  P M ; i due  pun- 
ti M , m , ne’  quali  la  P M taglia  le  due  rette  EB,  e C, 

D dd  ap- 
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apparterranno  alla  curva  , che  fi  cerca , vale  a dire  il 
punto  M al  ramo  fuperiore  , ed  il  punto  m al  ramo  in- 
feriore della  Concoide . 

E quanto  al  punto  M : poiché  fono  fintili  i dueJ 
triangoli  SEB,  PEM , farà  SE  , EB::PE  , EAf, 
cioè  x , l 'aa  — xx::b+-x,  y;  e confeguentementC-. 
l'equazione  y—  b +•  xisaa  — xx  fpettante  al  ramo  fupc- 

X 

riore  della  Concoide  , 

Riguardo  poi  al  punto  m , condotta  la  linea  SC  , 
farà  il  triangolo  Se  C eguale  al  triangolo  SEB  , ma  il 
triangolo  Pem  è fintile  al  triangolo  SEB  , dunque  farà 
anco  fintile  al  triangolo  SeC,  e però  fi  avrà  l’analogia 

P e f em  : : Se  t rC,  cioè  — x , v' aa  — xx  ::  b — x , y , 
. onde  fi  ricava  1* equazione  y — b — xv aa  — xx  , che  è 

— X 

appunto  quella  , che  appartiene  al  ramo  inferiore  della 
curva  , 

Condotta  per  lo  punto  S la  indefinita  5 N parallela 
alle  ordinate  EM,  em,  facilmente  fi  ricava  dalla  co- 
flruzione  fuperiore  la  principale  proprietà  della  Concoi- 
de , cioè , che  fe  dal  polo  P fi  condurrà  la  P M , la_. 
quale  tagli  la  curva  nei  punti  M , m , e la  SN  nel  pun- 
to N,  faranno  le  intercette  m N , NM  fra  la  curva,  e 
la  indefinita  SN  di  lunghezza  fempre  collante  , ed 

eguali 
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eguali  ad  SA=SB=a  . Imperciocché  per  la  corruzio- 
ne farà  SBMN  un  parallelogrammo,  e però  N M—SBy 
ma  condotta  NO  parallela  ad  Se  , fono  limili  i triango- 
li SBE , mNOy  ed  in  oltre  NO=.Se~SE  , dunque-* 
farà  mN—SB  , ed  in  confeguenza  mN  — NM,  il  che  ec. 

243.  Le  collruzioni  dei  primi  tre  Efempj  riefeono 
affai  fempliei , non  effendofi  in  elTe  adoperati  fe  non 
che  circoli  di  dato  diametro  , e rette  linee  . In  altri  in- 
contri verranno  ad  ufo  le  fezioni  coniche,  deferitte  an- 
che tal”  ora  con  diametri  , parametri , e rettangoli  va- 
riabili , ma  che  fi  prendono  come  collanti  per  determi- 
nare uno  , 0 più  punti  della  curva  . 

Per  darne  nn’  efempio  : vogliafi  coflruire  per  pun- 
ti la  curva  dell’equazione  * l s inx — xx—yy(Fig.  140.) 
Dcfcritto  il  circolo  AHBb,  il  di  cui  diametro  AB  — zat 
prendo  ad  arbitrio  AD—KB—x , farà  DE  — KI  — 

V ijx  — xx  . Col  parametro  DE,  all’ affé  AB  deferivo 
la  parabola  apolloniana  GFAfg , e DF,  Df  daranno 
i valori  pofitivo , e negativo  di^,  polla  x~AD\  KG , 
Kg  i valori  pofttivo  , e negativo  di  y , polla  x—AK  . 
I quattro  punti  per  ramo  F , / , G , g faranno  nella_ 
curva  cercata  . Con  finnl  metodo  , variato  il  valore  del- 
la x , fi  determineranno  altri  punti  della  noflra  curva. 

244.  La  feconda  manieradi  collruire  le  curve  fuperiori 
al  fecondo  grado  farà,  come  ó detto  al  num.  220.,  per 

Ddd  2 
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mezzo  di  altre  linee  di  grado  inferiore  ; e per  corniti* 
ciarc  dalle  parabole  di  qualunque  grado  , fi  offervi  pri- 
mieramente , che  la  parabola  apolloniaua  è una  fola  , c 
fi  efprime  coll’equazione  ax—yy  ; le  cubiche  fono  due, 
cioè  aaxzz  y*  , axx—y 1 ; quelle  del  quarto  grado  fono 
tre  , cioè  a'xzzy*,  aaxx—y + , ax'zzy*  . Quelle  del 
grado  n fono  n — i , cioè  axn~  l—yn\  aaxn~  l—yn  \ 
aixn~  izzy";  a4x”~  + = yn , e cosi  fuccclfivameme_» 
fin’  a tanto  , che  l’efponcnte  della  x fia  l’unità  . 

24 j.  Tutte  quelle  , che  anno  la  x coll’ cfponente  dell’ 
unità,  fi  chiamano  parabole  prime,  onde  aax—y't 
a'x—y*,  an~  ' x — y”  fono  tutte  parabole  prime. 

Per  collruire  qualunque  parabola  di  qualfivoglia— 
grado  , fi  dia  principio  dalla  parabola  prima  cubica-. 
aax  — y'. 

E’  manifeflo  , che  quella  averà  due  rami , uno  po- 
fitivo  , negativo  l'altro,  imperocché  pigliando  la  * po- 

fitiva  , farà  pofitiva  anche  la  y , cioè  y — jJ/  aax  , e_* 
quello  farà  il  ramo  pofitivo  . Ma  pigliando  la  x nega- 
tiva , farà  negativa  anche  la  y , cioè  y — M — aax,  (che 

non  è punto  quantità  immaginaria  ) e quello  farà  il  ramo 
negativo.  E’ chiaro,  che  i due  rami  vanno  all’infinito, 
e fono  concavi  all’aire  AB.  ( Fig:  14 1.  ) 

Per  pattare  alla  cofiruzionc  : fi  ponga  yy  zz  az  , e 
follitucndo  nell’equazione  aax  -y'  , in  luogo  di  yy , que- 
llo 
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fio  valore  az  l’equazione  alla  parabola  cubica  fi  mu- 
terà in  quell’  altra  ax  — zy , che  fi  rifolve  nella  leguen- 
te  analogia  a , z : : y , x . 

Ciò  pollo  , all’  affé  A B fi  deferiva  la  parabola  dell’ 
equazione  yy  = az  , e fia  DAE  . Sia  AB  — z , BE—y, 
BD  — — y , AC—a , e fi  conduca  C£  , e per  lo  punto 
A la  linea  KAF  parallela  alla  CB  , e fatta  AG—BE, 
fi  tiri  GE  , farà  CA  , AB  ::  AG,  G F , cioè,  a , z ::y, 
x , onde  prefa  ad  arbitrio  la  AB,  le  corrifpondcnti  BE , 
6 fia  AG  , e GF  faranno  le  coordinate  della  nollra 
parabola  cubica  , ed  F ne  farà  un  punto  ; imperocché 
refiituendo  nell’analogia  a,  z::y  , x il  valore  di  z , 
cioè  yy  , farà  a , yy  :\y  , x , che  appunto  ci  dà  l’equa- 

j a 

zione  y ’ = aax  . 

Ma  perchè,  quando  fi  prenda  x negativa  , anche  y 
è negativa  , l’analogia  a , z : : y , x fi  muterà  nella- Te- 
gnente a,  zi:  — y , — x ; onde  prefa  AV—BD  , farà 
CA,  AB  : : AV,  VE  , cioè  a , zìi  — y , — * , ed  il 
punto  K farà  nella  parabola  cubica  . 11  ramo  A M F farà 
il  pofitivo  , ed  il  ramo  ANK  il  negativo  '. 

..  * \ . * r» 

246.  Sia  propofla  da  coffruirfi  la  parabola  prima  del 
quarto  grado  a'xzzy*.  Quella  avrà  pure  due  rami, 
tino  fopra  l’affe,  l’altro  al  di  fotto,  perchè  alla  x pofiiiv* 
corrifponde  tanto  y , quanto  — y,  per  effere  l’indice  del- 
la potellà  della  y di  numero  pari  . Quelli  due  rami  fa- 

ran- 
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ranno  concavi  alTalTc  , ed  anderanno  all'infinito.  Per 
pafTare  alla  coftruzione  , faccio  y'  = aaz  , e follituendo 
in  luogo  di  y'  quello  valore  nell'equazione  propolla,  fi 
av  rà  zy  — ax  , o fia  a z : : y , x . 

All’  alfe  K C ( Fig.  141.  ) fi  deferiva  la  parabola.. 
dell’equazione  y'  — aaz  , che,  per  eflere  la  prima  cubica, 
già  fi  £t  coilruire,  e fia  quella  la  QAD  , farà  AC 
GD  — z , AK— — z,  CD~AG—y  , K Q— — > . Pren- 
da fi  AB— a,  e fi  tirino  le  rette  BC , BK,  e per  Io 
punto  A fia  A F parallela  a BC,  ed  AP  parallela  ’ a 
K B , ciò  pollo  , farà  B^,  AC  ::  AG  , GF , cioè  4 , 
, ed  il  punto  F farà  nella  curva  propolla  da 
coflruirfi  ; imperocché  elTendo  4 , z ::  y , x , ed  e {Ten- 
do ancora  z — y' , farà  4,  y'  :: y , x , cioè  a'x—y*  . 

ai  aa 

, Ma  poiché,  elTendo  x pofitiva,  fi  può  prendere  la  y 
anche  negativa,  che  in  quello  cafo  farà  la  KQ,  e la 
AK  farà  — z , avrafiì  pure  B A,  AK::  KQ  (cioè  AR), 
RP  , o fia  4,  — z : : — y , x , e però  il  punto  P farà 
Bella  curva  a'x—y*  . 

247.  Sia,  propofia  da  cofiruirfi  la  parabola  prima  del 
quinto  grado  a* x—y'  . Quella  ancora  avrà  due  rami  , 
uno  pofitivo , negativo  l'altro  ; imperocché  pigliando  x 

pofitiva  , farà  y pofitiva,  cioè  y—  ^a'x  , ma  piglian- 
do x negativa , farà  y negativa  , cioè  y - ^ — a*x . 

Quelli 
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Quelli  due  rami  vanno  all'infinito  , e fono  concavi  all* 
atte  AB.  Per  pattare  alla  cofìruzione:  faccio  y 4 re  a*  2 , 
e foftituendo  quello  valore  nell'  equazione  propolla , farà 
ax  ~yz  , o fia  a,  z : : y , x . 

All'alTe  AB  ( Fig.  141.  ) fi  deferiva  la  parabola  dell' 
equazione  y 4 ~a'z  , e fia  DAR.  Effendo  AB—z,  farà 
BE—y  , B D—-^y  . Sia  A C—a  , e G conduca  CB  , e ad 
etta  parallela  la  KAF , indi  fi  tiri  la  retta  EFG,  e la 
parallela  DFK  . Ciò  pollo  , farà  CA , AB::  AG,  GF , 
(a,  z ::y,  x)  ed  il  punto  F farà  nella  curva  propolla 
da  coflruirfi  j imperocché  clTendo  a,  z ::y,  x , ed  etten- 
do  ancora  a ' z —y  4 , farà  a , y*  ::y,  x,  cioè  y 1 = a * x . 

a * 

Ma  perchè  ettendo  x negativa  , anche  la  y farà  ne- 
gativa , l'analogia  a , z :: y , x fi  muta  nella  feguentc 
a , z ::  — y , — x , onde  prela  AF—  DB  , farà  , 
AB  ::AV , TK  ( a,  z ::  — 7,  — * ) , ed  il  punto  K 
farà  nella  curva  propolla  da  coflruirfi  . II  ramo  AMF 
farà  il  pofitivo  , ed  il  ramo  ANK  il  negativo. 

248.  Generalmente  fia  propolla  da  coflruirfi  la  parabola 
a”-m“lx~yn.  Facciafi  yn~~  1 — a"""  1z  , e follituendo 
quello  valore  nell'equazione  propofta  , fi  avrà  fempre_. 
zy  — ax.  Onde  fi  feopre  , che  fi  potrà  Tempre  coilruire 
qualunque  parabola  prima  per  mezzo  del  triangolo  , e 
della  parabola  prima  del  prolfimo  grado  inferiore  . 

249.  Ora  farà  facile  pattare  alla  collazione  dell' altre 

para- 
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parabole  ancora  , cioè  alla  corruzione  delle  feconde  , 
terze  , quarte  ec.  di  qualunque  grado  ; anzi  quelle  pure 
fi  fono  coflruite  nella  coflruzione  delle  prime  . 

Sia  propofia  da  cofiruirfi  la  feconda  parabola 
cubica  axx—y'  4 Pongo  y'  — aaz  , dunque  foflituendo 
nell' equazione  propofia, in  luogo  di  y'  , il  fuo  valore.» 
aaz  , farà  xx  — az* 

All* affé  AB  ( Fig.  143.)  fi  deferiva  la  parabola-, 
apolloniana  AC  dell’equazione  xx  — az , indi  allo  ffcffo 
alle  fi  deferiva  la  prima  parabola  cubica  dell'  equazione 
y'  — aaZy  ed  effendo  AB~z,  farà  B E ~y  , ma  nella-, 
parabola  apolloniana  AC , effondo  AB  — z,  farà  BC—x 
dunque  fi  avranno  fempre  le  due  coordinate  x , y della— 
feconda  parabola  cubica . 

Sia  propofia  da  cofiruirfi  la  parabola  terza  del  quar- 
to grado  ax'—y*  . Pongo  a'  z—y*f  dunque  fofiituendo, 
farà  x’^zaaz-  Sia  collruita  la  parabola  prima  cubica— 
x'~aaz,  ed  al  medefimo  affé  fi  cofiruifca  pure  la  pri" 
ma  del  quarto  grado  y*zza'z  . Le  due  ordinate  di  que- 
lle curve  corrifpondenti  alla  medefima  afiìffa  z daranno 
le  coordinate  x , y dell'equazione  propofia  ax*=y* . 

In  tutte  le  altre  di  qualunque  grado  fuperiore  fi 
proceda  collo  fieffo  metodo  , ballando  i dati  efempj  , 
per  cfferc  la  cofa  da  fe  chiara  . 

250.  Solo  rimane  da  offervarfi  , che  la  parabola- 
feconda  del  quarto  grado  aaxx—y*  non  è altro  , che 

la 
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la  parabola  apolloniana  , ma  raddoppiata  in  fenfo  con- 
trario. E primieramente  fe  è aaxx—y*t  farà  anche, 

eflraendo  la  radice  quarta,  y/ aaxx  — Yax  — ±.y  . Ora— 

i /ax  — izy,  o fia  ax—yy  , altro  non  è,  che  l’equazio- 
ne alla  parabola  apolloniana  . La  nollra  curva  poi  è una 
parabola  apolloniana  raddoppiata  , poiché  il  termine 

v.  - l ' . » • ' • • " * 

aaxx  viene  egualmente  generato  tanto  da  + axX  +-ax, 
quanto  da  — ax  X — ax  , verificandoli  del  pari,  edere 


y/  aaxx  — jV  +»  ax  X +•  ax  — ^ — P*  X — ax—V  ax  — 

+.  y.  Alle  x negative  per  tanto  corrifpondono  le  y reali , 
ed  il  ramo  MAN  della  parte  dei  negativi  ( Fig . 144  ) farà 


affatto  limile  al  1MC  dalla  parte  dei  politivi  ’,  avveran- 
doli rifpetto  ad  entrambi  l’equazione  ^ aaxx  — V^ax  — 

±;  y . Ma  la  parabola  apolloniana  non  ì il  ramo  dalia- 
parte  dei  negativi  , poiché  polla  x negativa  , fi  à 

V — ax  — ±:yy  curva  immaginaria  . 

Se  fi  alzerà  l’equazione  ax—yy  alla  terza  porefià, 
la  curva  corrifpondente  alla  equazione  a'\'  — y*  non— 
farà  j che  la  fola  parabola  apolloniana  . Alzata  l’ equa- 
zione ax—yy  alla  quarta  potellà  , la  curva  corrifpon- 
denre  alla  forinola  a*x*  — y'  torna  ad  edere  la  para- 
bola appolloniana  raddoppiata  in  fenfo  contrario.  Gene- 
ralmente fe  la  potellà  , a cui  fi  alza  la  forinola  ax—yy , 

E e e farà 
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farà  pari , foddisfarà  la  parabola  apolloniana  raddoppia* 
ta  ; e fe  farà  difpari , foddisfarà  la  parabola  apolloniana 
femplice  . 

Una  tale  dottrina  fi  può  applicare  a tutte  le  para- 
bole , ed  iperbole  prime , la  di  cui  equazione  canonica 
lì  c (prendendo  per  « un  numero  qualunque  intiero  affer- 
mativo , o negativo  ) a”~~"  x ~yn  . Alzata  quella 
potelìà  pari  , la  curva  propria  della  nuova  equazione 
farà  la  parabola  , o iperbola  a"  — 'x  —yn  raddoppiata-, 
in  fenfo  contrario  . Se  la  potelìà  farà  difpari , fvanirà  il 
raddoppiamento  , e relìerà  la  curva  femplice  propria-, 
dell'  equ  azione  a " — 1 x —y  " . 

251.  Dalla  colìruzionc  delle  parabole  di  qualunque 
grado  fi  fa  paffaggio  alla  collruzione  degl’  Iperboloidi 
pure  di  qualunque  grado  . 

Gli  iperboloidi  del  terzo  grado  fono  due  , cioè 
a1  — xxy,  a'  — xyy  . Sia  propoflo  da  coflruirfi  l'iper- 
boloide dell’equazione  a 1 = xxy  . Quella  curva  avrà  due 
rami,  che  vanno  agl’ afintoti  , e l’uno,  e I’aliro  avrà 
le  ordinate  pofitive  f ma  le  afiiile  in  uno  faranno  pofi- 
tive,  negative  nell’altro.  . t 

Per  coflruirla  : pongo  xx  — az  t e folìituendo  , farà 
aa—zy.  Fra  gl’ afintoti  AM,  AG  ( Fig.  145.  ) fi  deferiva 
l’iperbola  FQ  dell’equazione  aa—zy . Prefa  adunque  AG  — z^ 
farà  G F — y , indi  dal  punto  G in  angolo  femirctto  fi 
fi  conduca  GB  , e farà  AB  — AG  — z ; all’ affé  AB  ù 

deferi- 
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deferiva  la  parabola  CAE  dell’equazione  az  — xx,  indi 
condotte  le  ordinate  BC,  BE  , e le  indefinite  CK  tEP 
parallele  alla  BA  , farà  AH—BE  — x , e tirata  FK  pa* 
rallela  a CD,  farà  HP  ^GF  — y . inettamente  farà 
AD  — BC  — — #,  DK—y , ed  i punti  P , K faranno 
nella  curva  propofia  . 

Ora  metto  la  coflruzione  dell'equazione  <a’  = xyy  , 
perche  è la  medefima  , mutandoli  folo  le  veci  dello 
coordinate  . 

252.  Sia  propollo  l’iperboloide  del  quarto  grado  , e 
fia  l’equazione  a*  — x*y.  Quella  curva  avrà  due  rami, 
che  vanno  agl’ aliatoti , in  uno  de’  quali  farà  * pofitiva , 
ed  y pofitiva  , e nell’altro  x negativa  , ed^  negativa  . 

Pongo  x'  — aoz , dunque  lollitoendo,  fi  avrà  zy  — aa. 
Fra  gl’ afintoti  MF , TG  , ( Fig.  14*.  ) indefitiitamento 
prodotti ,11  deferiva  l’iperbola  ER,  KO  dell’equazione 
zy  — aa,  e farà  A F — z , FE  —y , A M= — t , MK  — — y ; 
dal  punto  F fi  tiri  FG  in  angolo  femiretto , a cui  fio 
parallela  MT , e farà  AG—  A F — z\  AT  — A \t  z . 
All’alTe  TG  fi  deferiva  la  parabola  cubica  S AH  dell* 
equazione  *’  = <J0z,efarà  A I — G H — x , A P — T S — — x 
onde  condotte  le  rette  EC,  KT  parallele  alia  AI , farà 
lC—yt  PF— — y , ed  i punti  C,  F nella  curva  pro- 
polla . 

Qui  pure  ommetto  la  cofiruzione  dell’  equazione-» 
A*—xy'  , perchè  è la  inedelima  , mutandofi  iolo  le  ve- 

Eee  2 ci 
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ci  delle  coordinate  . Ommetro  ancora  la  corruzione.» 
dell’equazione  a*  — xxyy  , perche  quella  fi  riduce  all* 
iperbola  apolloniana  . 

153.  Sia  propolla  la  curva  iperboloide  del  quinto 
grado , e fia  in  primo  luogo  l’equazione  a*  ~ x*y . 
Quella  avrà  due  rami , che  vanno  agl* afintoti  , in  uno 
de’  quali  prefa  x pofitiva , farà  pure  pofitiva  la  y ; nell* 
altro  prefa  la  x negativa,  ciò  non  oliarne,  farà  la  y 
pofitiva  . 

t Pongo  x'zza'z,  dunque  foflituendo,  farà  ai  — zy. 
Fra  gl’afintoti  AG,  A M fi  deferiva  l’ iperbola  apollo- 
niana FQ  dell’equazione  na  — zy,  ( Fig.  145.  ) onde  pre- 
fa AG  — z , farà  GF~y  . Dal  punto  G in  angolo  femi- 
rctto  fi  conduca  la  GB  , e farà  AB—AG~z  . All'alTc 
AB  fi  deferiva  la  parabola  C A E dell’equazione  x*—a'z  j 
e farà  BE—AH—x , BC—AD— — x , e condotta  FK 
parallela  alla  GD  , e le  CK  , EP  perpendicolari  alia- 
rle ITa  , farà  H p — DK—GF—y , ed  i pumi  P , K nella 
curva  propolla  . 

Sia  l’altra  equazione  a'  — x'yy  dell’iperboloide  del- 
lo Hello  grado  , quella  avrà  due  rami  , imperocché  al- 
la ftefia  x pofitiva  corrifpondono  due  ordinate  y , una 
pofitiva  , negativa  l’altra  . 

Pongo  x ' = aaz  , dunque  foilieuendo  , farà  a 1 :=  zyy . 
Fra  gl’afintoti  DA-f,  CN  ( Fi%.  147*)  fia  deferitto  l’i- 
perboloide RG , FV  dell’  equazione  a'— zyy,  ed  eflen- 

- - - do 
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do  AH  y , A P — — y farà  HI  — t — P K~  A B . 
All’ affé  PH  fi  deferiva  la  parabola  cubica  AS  dell’e- 
quazione , indi  dal  punto  B fi  conduca  ad  an- 

golo feiniretto  la  BQ,  e lì  alzi  la  perpendicolare  Q$, 
farà  adunque  A Q—z  , QS=.  x . Per  Io  punto  S fi  con- 
duca la  retta  QT  parallela  all’afintoto  NC  , e che  in- 
contri le  prodotte  HI,  PK  ne*  punti  T,  O;  effendo 
adunque  AH—y  , farà  HTzzx -,  AP  — — y , PO  — x , ed 
i punti  O , T faranno  nella  curva  propoffa  . 

Le  coflruzioni  dell'  altre  due  equazioni  a * = xxy  ‘ , 
a 5 —xy*  fono  le  medefime  , mutandofi  folo  le  veci  delle 
coordinate  . Con  lo  fteffò  artifizio  fi  coffruiranno  facil- 
mente tutti  gl’iperboloidi  di  qualunque  grado  . 

254.  E’  da  notar  fi  , che  tutte  le  parabole  primo 
deferitte  intorno  ad  un’ affé  medefimo  fi  tagliano  nel 
medefimo  punto  ; imperciocché  prefa  per  ciafcuna  di 
effe  la  medefima  affilia  x — a , farà  per  tutte  la  mede- 
fima  ordinata  corrifpondentc^  = a , il  che  non  può  effe- 
re  fe  non  tagliaudofi  tutte  nel  medefimo  punto  . 

255.  In  oltre  , le  parabole  fuperiori  di  dimen- 
fioni  ( intendendo  delle  prime  ) cadono  prima  di  arri- 
vare al  punto  della  fezione  al  di  fopra  delle  inferiori  , 
avvicinandofi  più  alla  tangente  nel  vertice  , e dopo  la— 
fezione  più  quelle,  che  quelle,  fi  accodano  all’ affo  ; 

poiché  effendo  nella  parabola  apolloniana  y—Vax, 


t . 


nella 


! 
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nella  prima  cubica  y — t/  aax  , nella  prima  del  quarto 

• ' ' 1 \ :i  ' *. 

grado  y — yj  a ’ x ec. , fe  fi  prenda  x minore  di  a , 

farà  1/ ax  minore  di  ^ aax  , e y/ aax  minore  di  y/a'x 
ec.  ; ed  all’oppofto,  prefa  x maggiore  di  a,  farà  v ax 


maggiore  di  y/ aax  , e ^ aax  maggiore  di  y/  a ’ x ec. 

Ilìeflamente , c per  fimil  ragione  gli  iperboloidi 
( intendendo  pure  de*  primi  ) fi  tagliano  tutti  nel  verti- 
ce , ed  i fuperiori  di  dimenfioni  cadono  dopo  il  punto 
della  fezionc  al  di  dentro  tra  gl'inferiori,  e l’afimoto, 
fu  cui  fi  prendono  le  x ; e dalla  parte  dell’afintoto  pa- 
rallello  alla  y gl’inferiori  cadono  al  di  dentro  tra  i fu- 
periori, e l’afintoto  fieffo  . 

ajtf.  Refiano  ora  da  cofiruirfi  quelle  equazioni  , 
che  anno  più  termini  ^ le  quali  io  difiinguo  in  tre  cafi. 
Chiamo  del  primo  cafo  quelle  , che  anno  un  folo  ter- 
mine , in  cui  fia  l’indeterminata  y , e quella  di  una 
loia  dimenfione  . Del  fecondo  cafo  quelle,  che  anno  un 
folo  termine  , in  cui  fia  l’ indeterminata  y , e quella 
elevata  a qualunque  potellà  f Del  terzo  cafo  quelle  , in 
molti  termini  delle  quali  fi  ritrova  l’indeterminata^ , ed 
elevata  a qualunque  potellà  . 


CASO 
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CASO  1.  ESEMPIO  t 

• * ; v*  • * t * * %* 

*57-  Sia  propofla  da  coflruirfi  I*  curva  dell*  equa- 
zione a4 — x*—a*y.  Pongo  yzzt~~q  , e faccio  le  due 
equazioni  a*  — a* t , x*~a'q.  All'afTe  AB  {Fig.  148.) 
defcrivafi  la  parabola  MAC  dell'equazione  x*—a'qtzd 
efTendo  AD  — q , farà  DH  x\  DF—  — x ; Ma  per 
l’equazione  a4=a’f,  farà  r = a,  e però  prefa  AB  — 
a — tt  farà  DB—t — q , cioè  — y ; onde  prefa  ad  arbi- 
trio una  qualunque  affida  BS—DH—xt  e BO-DF— 
— x , le  SH  , OF,  parallele  a BA  t faranno  le  corrif- 
pondenti  ordinate  della  curva  propofla  , la  quale  è una 
porzione  della  medefima  parabola  del  quarto  grado. 

ESEMPIO1  ir. 

2j8.  Sia  propofla  da  coflruirfi  la  curva  dell*  equa- 
zione x*  +-axk±à'y . Quefla  curva,  per  le  regole  già 
nòte , ft  fa  avere  tre  rami , due  infiniti c pofitrvi , ed 
uno  negativo  con  un  maffimo  f che  per  ora  non  fi  fa_. 
riconofccre  , e 1*  aflc  farà  tagliato  in  dud  punti . Pongo 
y—z*-ty  e faccio  le  due  equazioni  x*—a'z  , x'—aat. 
All’aire  AB  ( F/g.  I49.  ) fi  deferiva  la  parabola  MAD 
dell’equazione  x*  — a'  z , ed  effendo  AF—z , farà  FD  — 
• AE  — x . Per  lo  medefimo  punto  A fi  deferiva  la  pa- 
rabola 
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rabola  cubica  CAP  dell'equazione  x1  — aat  , ed  alla-, 
medefima  x corrifponderà  PE  — t\  onde  eflendo  AEzzx , 
farà  PE+-  ED  = z-*-t=:y  , fatta  PD  parallela  alla  AFt 
dal  che  fi  vede , che  prelà  * pofitiva , la  y crete  in-, 
infinito  . ...  v 

Prefa  poi  x negativa  , farà  t negativa  , e per  con- 
feguenza  y — z — t . Sia  AG~x  negativa,  farà  GMzzzt 
GT—t,  onde  yz=.MT  negativa  , e fra  tutte  le  MT  vi 
è una  malfima  . Prefa  x — — a , farà  GM—GT , onde 
^=o  . Prefa  x negativa  , c maggiore  di  a , farà  GM — 
GT  quantità  pofitiva  , onde  la^  farà  pofitiva  , e crefce- 
rà  in  infinito  . 

i • * f 

La  curva  farà  a un  di  pretto  della  feguente  forma, 
prendendo  le  x dal  punto  A.  ( F/g.  ijo.  ) 

ESEMPIO  I I I. 

25P.  Sia  propofla  da  coftruirfi  la  curva  dell’equa- 
zione ax'-r-aaxx  — a'y  . Quella  curva. avrà  quat- 
tro rami;  due  pofitivi , ed  infiniti  ; due  negativi , e_# 
finiti  . In  due  punti  taglierà  Patte  , ed  in  uno  lo  toc- 
cherà;, avrà  due  mattimi  negativi  cc.  \ il  che  fi  làprà 
dalle,  regole  da  darti  a fuo  luogo  ' 

r . Pongo^rcz  — 7, e faccio  le  due  equazioni  #♦+-  ax*zz 

a'Zy  — xx-  — aq.  La  curva  dell'equazione  x 4 <3**  = 
a'z  già  li  là  coliruire  in  virtù  di  quello  metodo,  e_» 
' fia 
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fìa  quella  CBADG , ( F/g.  iji.)  in  cui  prefa  AK=x 
pofitiva  , farà  KG  — z ; prefa  x negativa  — AP  , farà 
z negativa  = PB  , prefa  x negativa  , e maggiore  di 
AO  , farà  z pofitiva  . All' afte  AN  fi  deferiva  la  para- 
bola TAH  dell’equazione  xx  — aq.  Effendo  dunque.» 
AK—x  pofitiva,  farà  K H~q  , e GH~z — q—y  , la^ 
quale  crefcerà  in  infinito  , crefcendo  la  x in  infinito  . 
Nel  punto  F , farà  z—q  , ed  y — o . Fra  il  punto  F, 
ed  il  punto  A , farà  q maggiore  di  z , onde  z — q la- 
rà  quantità  negativa  , ed  y negativa,  e vi  farà  un  maf- 
fimo  negativo.  Nel  punto  A farà  z — 6,  q~o,y—o. 
Prefa  x negativa  — AP  , farà  z — B P , e negativa^  , 
onde  fempre  y negativa  . Fra  il  punto  A , ed  il  punto 
0 vi  farà  una  tnaflìma  BQ  , onde  vi  farà  una  mafiìma 
y negativa.  Prefa  x negativa,  c maggiore  di  AO,  fa- 
rà 2 pofitiva  , ma  minore  di  q , onde  y negativa  . Pre- 
fa x negativa  , ed  eguale  ad  A M , farà  z = q , ed  y~o  . 
: Prefa  x negativa,  e maggiore  di  AM,  farà  fempre  s 
maggiore  di  q , onde  fempre  y pofitiva  in  infinito  . 

. Se  l'equazione  farà  più  numerofa  di  termini  , Io 
.Hello  artifizio  fervirà  , ed  sbilenche  la  corruzione  in_ 
quello  cafo  fi  faccia  più  compolla  , ed  imbrogliata^  , 
tuttavia  però  non  sfugge  il  metodo  . 

Si  poteva  in  altra  maniera  ancora  coilruire  l’ultima 
equazione,  facendo  y — z +- 1 — q,  indi  x*=al  z,  x'  — aat , 
— xx  — — aq  , e col  mezzo  di  quelle  tre  curve  aufilia- 
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rie  palTare  alla  cortruzione  della  principale , il  che  ont- 
metto  per  brevità . 

atfo.  Può  forfè  fembrare  , che  nelle  pallate  collru- 
zioni , e nelle  poche  , che  feguono , fu  necellario  che 
l’angolo  delle  coordinate  fu  retto,  eflendofi  tale  fiippo- 
flo  ; ma  fe  ben  fi  rifletta  , fi  vedrà , che  elio  angolo 
può  edere  , come  fi  vuole , quando  fi  ufi  qualche  pic- 
cola attenzione  intorno  all'angolo  delle  coordinate  delle 
curve  fuflìdiarie  introdotte,  relativamente  all’angolo  delle 
coord.nate  dell’equazione  propolla. 


CASO  II.  ESEMPIO  IV. 

161.  Sia  propolla  da  cofiruirfi  l’equazione 

x”~~ • ±.amx”—m£.  cc.—yl . Pongo y*  ~a f—  *r, 
e follitucndo  quello  valore  in  luogo  della  y * , l’equa- 
zione farà  x"£  a’  x*~ ' ± amxn~~m  £ ec.  = a,m~  *z  : 
col  metodo  del  primo  cafo  fi  collruifca  quella  curva-., 
pofeia  fi  deferiva  la  parabola  dell’equazione  y * ~a*—  1 z, 
e fi  avrà  la  relazione  tra  le  x , e le  y della  curva.* 
propolla. 


CASO 
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CASO  III.  ESEMPIO  V. 

i6i.  Sia  propofla  da  cofiruirfi  l’equazione 
xm  ±z  ax*  +^bx  ‘ ±:  ec.  ~ yP  ±z  yi  +:  ec. 

Pongo  yP±y!±.  ec.  =z  , dunque  foftituendo  , l’equa- 
zione farà  xm±zax”±.bxt  ec.  = z . Col  metodo  del 
primo  cafo  fi  cofiruifca  l’una  , e l’altra  di  quelle  due_, 
curve  aufiliarie  al  medefimo  alle  , in  cui  fi  prendono 
le  z , e fi  avrà  la  relazione  delle  due  coordinate  x , ed 
y della  curva  propolla  . 

263.  Sino  ad  ora  non  fono  fiate  da  me  confidera- 
te  fe  non  quelle  equazioni , che  anno  le  incognite  fe- 
parate  , cosi  che  , quando  elle  incognite  fono  mille  fra 
loro  , le  regole  date  non  anno  più  luogo  . 

In  quelli  cali  bifogna , o con  l’ordinaria  divifionc_. , 
o con  l’eflrazione  delle  radici  , o con  una  congrua  fo- 
fiituz'.one  , o con  altri  ripieghi  procurare  di  feparare  le 
indeterminate  medefime  . Come  fe  folTe  l’cquazione_, 
a 'y  +■  axxy  — aaxx  +-  .v 4 , dividendo  per  a ' + axx , farebbe 
y — aaxx  +-  *4  ; e fe  foflè  l’equazione  aaxy  +-  xxyy — x 4 +-  a 4 , 

a ' +■  axx 

fatta  la  follituzione  z — vx  , avremmo  l’ equa  zio- 


' 
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ne  a' z +■  aazz  = x* -b  a*  t nella  quale  le  incognito 

fono  feparate  . 

Cosi  preparate  le  propofte  equazioni  , fi  palla  alla 
coflruzione  nella  feguente  maniera  . 

. . * **  -•  "I 

ESEMPIO  VI. 

* * < 

264.  Sia  l’equazione  da  cofiruirfi  y—  aax x +- x+  . 

a ! +-  axx 

1 . > 

Pongo  aaxx-b  x*=a’p  ; pongo  di  più  a ’ +-  axx  — aat  * 
e fofiituendo  quelli  valori  nell’equazione  propofia,  farà 
y—  ap  . cioè  t,p::a,y. 

* • i:  r 

t 

, ’ . . f »*  . ì , 

La  curva  propofia  avrà  due  rami , che  vanno  all’ 
infinito;  alle  x tanto  pofitive,  quanto  negative  corrifpon- 
dcrantio  le  y pofitive  . 

All’ alle  HD(  Fig.  152.  ) fi  deferiva  la  curva  LAC 
dell’  equazione  aaxx  +-  x * — a 'p  , c pigliando  AD  — xy 
farà  DC—p  — AB.  Si  prenda  AF—a  — AM3  indi  col 
vertice  F,  all’ alle  HD  fi  deferiva  la  curva  PFE  dell* 
equazione  a ’ +•  axx  — aat , e pigliando  AD  — x , farà 
DE  — t , onde  efiendo  DC—p  , farà  DE  — t , e fat- 
ta E G parallela  ad  A D , dal  punto  G fi  tiri  in  ango- 
lo lèmiretto  la  GH , farà  AH  — t.  Dal  punto  C fi  tiri 
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CB  parallela  a DA1  e fi  conduca  la  retta  BH,  a cui  fia 
parallela  MK , farà  AK^xy  , elTertdo  ADp,x\  impe- 
rocché, per  i triangoli  limili  A MK  , AHB  , farà  A H , 
AB  a A M,  AK , cioè  t,  p j:  AK = ty^y  % onde. 

. : ;...  ' . -i 

condotta  parallela  all* affé-  la  KQ,  faranno  le  AD,  DQ 

le  due  coordinate  della  curva  propolta  . Per  avere  l’al- 
tro ramo  della  nodra  curva,  baila  prendere  le  *•  dalla 
parte  dei  negativi , e replicare  nella  parte  contraria  la_. 
medefima  coflruzione  . 

, . » . ..... .,t  ..  - ■ ~ • , r - 

ESEMPIO  VII. 

• • • - ‘ * f 

265.  Sia  ora  propofla  da  codruirfi  l’altra  equazione 

.li'.*.  ..-*••  - 

aaxy  +-  xxyy  — x*+-  a* , la  quale  trattata  colle  regole  delle 
quadratiche  affette  avrà  le  incognite  feparate  ; ovvero 
colla  foftituzione  z — xy  fi  ridurrà  ad  eiTere  a'  z +*aazz— 

a 

x*-t-a*.  Col  metodo  del  terzo  cafo  fi  coflruifca  quella 
equazione,  e fi  averanno  le  due  coordinate  x,  zi  indi 
fi  faccia  l’ analogia  x , z : : a al  quarto , che  farà  la  y ec. 
Se  una  fodituzione  non  gioverà  per  liberare  le  indeter- 
minate dalla  confufione  , fc  ne  devono  tentare  dell*  al- 
tre , c quando  niuna  ferva  , le  equazioni  sfuggono  il 
metodo  efpodo  , onde  bii'ogna  ricorrere  ad  altri  artifizj. 


2^. 
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2(^(5.,  Una  congrua  foftituzione  può  fervire  negl*  altri 
caG  ancora  , ne’  quali  le  indeterminate  fono  feparato  , 
e quindi  alle  volte  fomminiftrare  una  coftruzione  più 
facile  , e più  elegante , e però  farà  fempre  bene  mette- 
re alla  prova  divertì  artifizj  , ed  in  fine  appigliarli  a_ 
quello  , che  fi  giudicherà  migliore  . 

q 1 . . • v 

ESEMPIO  Vili. 

257.  Sia  l’equazione^* — 447* 4- ^aayy~zaxx.  Fac- 
cio 2 a' x — z*  ,e  però  farà^* — 4 ay'  + ^aayy  — z*  ; cioè 
yy  — 2 ay  — zz  , o pure  2 ay  — yy  — zz  . 

Cofiruifco  adunque  quello  luogo , che  farà  nel  pri- 
mo cafo  alle  due  Iperbole  equilatere  oppofie  colI’alTe_. 
trafverfo  = za  ; ed  al  Circolo  nel  fecondo  cafo  col  dia- 
metro — za,  e generalmente  a quelle,  ed  a quello  in- 
fierue  . Al  diametro  trafverfo  AB  — za  ( Fig.  153.  ) 
fieno  deferitte  le  due  iperbole  equilatere  A MH  , 
B M H y cd  il  circolo  A M B ; indi  deferitta  al  ver- 
tice A la  parabola  dell’equazione  2 a’xzzz*  , ed  al- 
zata la  perpendicolare  A Q indefinita  , e prefa  una_. 
qualunque  AD—  z , indi  condotta  M M parallela-, 
ad  A B , faranno  le  D 5 = a?  , e le  D M — y po- 
fitive  nel  circolo  , e nell’  iperbola  da  A verfo  B ; c 

ne- 
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negative  nell*  iperbola  dalla  parte  oppofta  , e la  cur- 
va farà  a un  di  predo  , come  KAGBF , ( Fig.  154.  ) 
in  cui  i due  rami  AK  negativo,  e BF  pofitivo  van- 
no all’  infinito  , nò  avrà  ramo  alcuno  al  di  lotto 
dell’alTe  AB  , perche  non  può  mai  avere  la  * ne- 
gava. • V 


CAPO 


4i 6 IN  S'ì'ì SUZIÓNI 

j * ; • • i • : (.  - * ' ' 

CAPO  VI. 

< .ili  V t • • . » 

Del  metodo  dS  Muffimi  , « Minimi , <&■//*  Tangenti  delle 
Curve  , de*  F/f^i  contrarj  , e Regreffi , facendo  ufo 
della  fola  Algebra  Cartefìana  . 

268.  (Quantunque  il  calcolo  degl'  infinitefimi  fia 
il  più  femplice,  il  più  breve  , ed  il  più  universale  per 
trattare  tali  qucflioni , non  voglio  perù , prima  di  ter- 
minare l’Algebra  Cartefìana  , lafciare  di  moflrare  bre- 
vemente , c per  modo  d’erudizione  , come  le  Soluzioni 
di  quelli  quefiti  poflàno  nelle  curve  geometriche  ( cioè 
in  quelle  , che  fono  efprclTe  da  equazione  finita  alge- 
brica ) averfi  fenza  l’ajuto  del  calcolo  differenziale. 

E per  cominciare  da’Mafiìmi,  e da’  Minimi,  vale 
a dire  dal  ritrovare  nelle  curve  geometriche  le  mafli- 
mc , o le  minime  ordinate  ; fia  la  curva  A GB  ( Fig.  1 55.,  e 
1 56.),  e prefa  una  qualunque  ordinata  D Af,  fi  tiri  MF  paral- 
lela all’ alfe  delle  affiffe  A B , faranno  eguali  le  due  or- 
dinate DM,  EF,  alle  quali  corrilpondono  due  diverfe 
afliffe  AD,  AE  ; ma  quanto  più  le  ordinate  DM,EF 
anderanno  egualmente  accofiandofi  fra  di  loro  , fempre 
minore  fi  farà  la  differenza  delle  afTifTe  AD,  AE , fin- 
che cadendo  finalmente  le  due  ordinate  DM,  EF  nella 

maflì- 
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tnaffima  CG  , o le  due  LAf,  NF  nella  minima  ZG  , 
fi  faranno  eguali  le  affille  AD  , AF. , o le  HL,  HiV 
rifpetto  all’aire  HK  . Adunque  quando  l’ordinata  fu  la 
maflima  , o la  minima  , l’equazione  della  curva  difpo- 
fla  fecondo  la  lettera  , che  efprime  l’ affida  , dovrà  ave- 
re due  radici  eguali  . Per  determinarle  fi  formi  un’ 
equazione  di  due  radici  eguali,  per  efempio  xx — iex+- 
te  — o , che  è il  prodotto  di  x — e in  x — e , e fia  la 
curva  , di  cui  fi  cerca  la  maflima  , o la  minima  ordi- 
nata , per  efempio  1‘ellilTe  xx  — tax  +-  xayy  — o , deno- 

minate  le  affilTe  dal  vertice.  Si  paragoni  quella  equazione, 
termine  per  termine,  coll’equazione  formata  dalle  due_» 
radici  eguali , nel  feguente  .modo 

; • . . . xxx  — 2ax+-2ayy=:ó  \ y;.-,  » 

. r . . T~ 

xx  — xex  4-  ee  =0^  . v r>. 

dal  paragone  de’  fecondi  termini  fi  trova  a —e  , ma  e 
è radice  dell’equazione  xx — xex  + ec  — o , e però  e = x, 

■ adunque  farà  a — xt  e perchè  è già  determinata  la  x , 
è fuperfluo  il  paragone  degl*  ultimi  termini . 

Prefa  per  tanto  x~oy  la  corrifpondcnte  ordinata», 
nell*  elliffi  farà  la  maflima  , come  già  fi  fa  , eflcndo  al- 
lora ella  il  femiafie  conjugato . 

Ma  fe  l’equazione  della  curva  fofie  del  terzo , quar- 
to , o fuperiorc  grado  , a fine  di  potere  inllituire  il  pa- 

Ggg  rago- 
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ragone,  fa  d’uopo,  che  l'equazione  delle  due  radici  e- 
guali  xx — lex  +-  ee  — a fi  riduca  a quel  grado  , di  cui 
è la  propofta  , moltiplicandola  per  tante  radici  qualun- 
que eflè  fieno , quante  fanno  di  bifogno  . Sia  la  curva 
dell’equazione  del  terzo  grado  x'  * — axy +-y'  = o ( la 
fìelletta  è porta  in  luogo  del  fecondo  termine  mancan- 
te , il  che  fi  oftervi  Tempre  qualora  manca  un  qualche 
termine  ) di  cui  fi  cerchi  la  raaflìma  ordinata , molti- 
plico  adunque  per  x—f=  o l’equazione  xx — ztx +> 
ff=o  , ed  il  prodotto  lo  paragono  colla  propoli  a 

x ' * — axy  +■  y ’ = o 

x' — iexx+-  eex  — f</_a 
. . — fxx  -t-  ìefx 

Dal  paragone  de’  fecondi  termini  trovo  — le — f—o  J 
e però  / = — le  ; dal  paragone  de’  terzi  trovo  zef-t- 
ee~  — ay  , e pollo  il  valore  di/,  — ye— — ay  , ma_. 
t—x  , adunque  y ± 3 xx  . Si  follituifca'  in  luogo  di  y 

« 

quello  valore  nell’  equazione  della  curva , e ci  darà 
x—y^ra'*  a cui  corrifpoude  la  raaflima  ordinata  y , che 
3 

farà  a_X  *7  » cioè  ^ 4*‘  • 

»...  : * 

2 69.  Ma  fenza  paragonare  la  data  equazione  con_* 
un’altra,  che  contenga  le  due  radici  eguali,  per  foddif- 
£arc  alla  condizione  del  problema,  ballerà  moltiplicarla, 
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termine  per  termine  con  una  ferie  aritmetica  qualunque, 
imperciocché  fc  I*  equazione  a le  due  radici  eguali  , co- 
me deve  nel  cafo  dei  nudimi,  e minimi , infallibilmen* 
te  una  di  effe  radici  farà  anco  nel  prodotto  di  effa  c- 
quazione  moltiplicata  per  la  ferie  aritmetica  , quindi 
moltiplicando  cosi  l’ equazioni  s’include  la  condizione.#  , 
fotto  cui  devefi  ritrovare  il  valore  dell’affiffa,  a cui  cor- 
rifponde  la  ricercata  maflìma  , o minima  ordinata.  E per 
dimoflrarlo  : fia  generalmente  l’equazione  di  due  radici 
eguali  xx — ibx-t-bb  = 0,  che  lì  moltiplichi  per  la  fe- 
rie aritmetica  a , a 4-  b , a+-  ib  , farà  il  prodotto 

°XX 'Z^zb^xX-^bbb  = 0 » ‘n  clue^°  foli ituita  la  quantità 

b in  luogo  di  * , tutti  i termini  fi  diftruggono  , o pu- 
re dividendolo  per  x — h , fucccde  la  divifione  , adun- 
que x — h farà  una  radice  .di,  elio  prodotto  , Siccome  è 
di  xx — 2 bx4-hb;  Io  fleflb  fuccede  fe  la  progreflìone— 
aritmetica  fia  decrescente,  cioè  a , a — b , a-^zb  ec. 

E perchè  l'equazione,  delle  due  radici  eguali  è ge- 
cerale,  ed  è generale  altresì  là  ferie  aritmetica  a.  a+-v. 
a-*-zb  ec.,  fara  Tempre  vero  , che  moltiplicata  un’equa- 
zione di  due  radici  eguali  per  una  ferie  aritmetica  qua- 
lunque, termine  per  termine  , farà  il  prodotto  divisibile 

r » f- 

per  una  di  e(Te  radici  . Per  la  Heffa  ragione  , fe  l’equa- 
zione avrà  tre  radici  eguali,  moltiplicata  ella  in  una— 
ferie  aritmetica  , il  prodotto  averà  due  di  effe  radici  e- 

Ggg  2 guali , 
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guali , e fe  quello  prodotto  (I  moltiplicherà  Umilmente 
per  una  ferie  aritmetica,  il  nuovo  prodotto  ne  avrà  una , 
c cosi  decorrendo  d'equazioni  fuperiori . 

Ripiglio  l’equazione  xxr~~  2jx+-  iayy  — o all*  cllifli, 

i m ^ 

p 

la  moltiplico  per  la  ferie  2 , 1 , o 
xx  — 2 ax  +•  2 ayy  — o . 

2,  1,  o. 

Il  prodotto  è zxx — ìax  —o  , che  ci  dà  x—a,  come  H 
è trovato  di  fopra  . Moltiplico  quella  lidia  equazione» 
con  un’altra  ferie  aritmetica  3,  2,  1 
xx  — 2 ax  +•  2J yy  — o . 

~7 

3»  2,  1 • 

Il  prodotto  è 3#a?  — qax+-  2ayy  —o  , in  cui  foflituito  in 

~T~ 

luogo  della  yy  il  valore  iax  — xxX~  > dato  dall’equa- 
zione della  curva  , fi  trova  illesamente  x — a. 

Prendo  la  feconda  equazione  x‘  * — axy  + y'  =0, 
che  moltiplico  con  la  ferie  3,  2,  1,  o 

a?  * * — axy  +■  y ’ — o . 

3»  x>  0 • 

Il  prodotto  è 3at  * — axy  — o,  cioè  $xx  — ay  , come, 
fopra . 

..  , •-  270. 
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270.  Con  fimil  metodo  ft  trovano  le  tangenti  , c 
Je  perpendicolari  alle  curve  in  qualunque  punto  dato  . 

La  quefiione  lì  riduce  a ritrovare  il  circolo,  che_, 
tocchi  la  curva  in  quel  punto  , efTendo  in  quello  cafo 
si  la  tangente  del  circolo  in  quel  punto  , come  la  per- 
pendicolare , cioè  il  raggio  , comuni  pure  alla  curva... 
nel  punto  fletto  . 

Sia  la  curva  ACM  ( Fig.  157.),  di  cui  fi  voglia.., 
la  tangente  nel  punto  L,  c fia  il  circolo  GMH  , che 
la  tagli  ne’  due  punti  M , C;  abbattine  le  due  ordinate 
CE,  MP  , e per  i punti  Af,  C,  condotta  la  retta,. 
MCT , taglierà  etta  la  curva  pure  ne’  punti  M , C ; 
ma  quanto  più  fi  anderanno  accollando  i detti  punti , 
minore  Tempre  fi  farà  la  differenza  delle  ordinate  CE, 
MP  , e delle  affitte  A E , A P di  modo,  che  quando 
un  punto  cada  fopra  dell’ altro  , per  elèmpio  in  L , fa- 
ranno eguali  i valori  di  quelle  ordinate , ed  affitte  , ed 
allora  il  circolo  toccherà  la  curva  nel  punto  L , ( a ri- 
ferva però,  che  il  circolo  fia  I’ofculatorc  , perchè  in_ 
quel  cafo  taglia  la  curva  , e la  tocca  nello  fletto  punto, 
come  fi  vedrà  nel  calcolo  differenziale)  e la  retta  MT 
farà  la  tangente  della  curva  , e del  circolo  nel  punto 
L,  ficcome  FL  normale. 

Si  chiami  adunque  nella  curva  ALM  ( 158.  ) 

la  AQzzx,  QL—y  t e condotta  dal  punto  dato  L la 

retta 
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retta  L N , che  li  fupponga  normale  alla  curva  » ed  in 
confegucnza  alla  tangente  in  L,fia  LNzzs  , A Nzztt , 
farà  QN—u — *■ , ed  il  triangolo  rettangolo  QLN  da- 
rà l’equazione  canonica  ss—uu — lux  +■  xx  +-yy , da  cui 
ricavato  il  valore  della  y , o della  x , fi  foftituifca  nell' 
equazione  della  curva  data , per  mezzo  della  quale  fi 
deve  avere  il  valore  della  s,  o della  a,  confiderando 
come  data  la  x , o la  y , poiché  fi  allume  per  dato  il 
punto  L . 

Sia  per  efempio  la  cnrva  ALM  la  parabola  apollo- 
niana  dell’equazione  axzzyy  ; fatta  la  foflituzione  in-i 
luogo  della  yy  , del  fuo  valore  dato  dall’  equazione  ca- 
nonica , farà  l’equazione  axzzss — uu  +-  lux  — xx  , ed 

ordinata  per  la  lettera  x farà  xx  — zux+  uu  zzo.  Que- 

•t-  ax  — ss 

fla  adunque  deve  avere  due  radici  eguali  quando  la_. 
retta  LN  = s fia  normale  alla  parabola  nel  punto  L , 
cioè  nel  cafo  della  tangente  , e però  ritrovato  nell’ipo- 
tefi  delle  due  radici  eguali  il  valore  della  incognita^, 
AN—u,  fi  averà  il  punto  N , da  cui  condotta  la  NL 
al  dato  punto  L , e la  perpendicolare  LT ad  NL,  farà 
erta  la  tangente  cercata  . 

Ora  per  determinare  la  incognita  u nell’  ipotefi 
delle  due  radici  eguali:  paragono  l’equazione,  termi- 
ne per  termine,  con  una  di  due  radici  eguali , cioè 

con 
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con  xx  — ttx  *-ee  — o nel  feguente  modo 

xx  — lux  +-  uu 
* ~ ~~  o 

+•  ax  — xx 

xx  — i ex  +-  e:  — o ; 

c dal  paragone  de’  fecondi  termini  fi  avrà  — iti  4- a — 
— ie  , cioè  u — a +•  ie  , ma  e — xt  per  l’equazione.» 

X 

xx  — ìtx  +-  ee  =0  ; dunque  u — a 4-  x t c perciò  dal 

X 

punto  Q prefa  QN—\a , farà NL  la  normale,  ed  LT,  ad 
efla  perpendicolare,  farà  la  tangente  della  curva  nel 
punto  L . 

In  vece  di  paragonare  la  fuddetta  equazione  con^ 
una  di  due  radici  eguali , la  moltiplico  colla  ferie  arit- 
metica 3,  2,  i 

XX  — lux  +•  uu  _ 

— o 

4-  ax  — xx 

3»  2»  »• 

Il  prodotto  c — 4 «*+-««  ^ o,  ma  ts~uu — 21/*+- 

+-  2<ja;  — xx 

xx  4-  yy  , e per  la  parabola  è yy  ■=.  ax  % onde  xx  = uu  — 
lux  +-  xx  +■  ax  ; foftituito  adunque  quello  valore  in  luo- 
go di  xx,  farà  ìxx — lux  +■  ax  - o , cioè  u — a +■  x , 

X 

come  prima . 

Più  brevemente  fi  avrebbe  avuto  l’intento  mol- 

tipli- 
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tiplicando  l’equazione  per  la  ferie  aritmetica  2,  1 , 0 i 

271.  Sia  la  feconda  parabola  cubica  x'—ayy  ; fatta 
la  foflituzione  del  valore  di  yy  cavato  dall’equazione  ca- 
nonica , nafce  l’ equazione  x ’ +-  axx  — laux  +■  auu  = o , 

— ass 

la  quale  per  edere  del  terzo  grado  fi  paragoni  col  pro- 
dotto dell’equazione  xx  — 2ex+-ee~o  in  x — f—o 

x ’ +-  axx — laux  +■  auu  _ _ 

o 

— ass 

x ’ — iexx*-etx — eef  _ 

— fxx+iefx-  ’ 

dal  paragone  de’  fecondi  termini  fi  à — le — f—a , cioè 
— a — ie’,  dal  paragone  de'  terzi  fi  i ec+-ief  — 
— zau  y e pollo  il  valore  già  ritrovato  di  /,  u =2 
lee  +•  ine  , cioè  a — $xx  +•  ìax  , perchè  e ~ x . 

IO  *« 

Moltiplico  ora  l’equazione  con  la  ferie  aritmetica-* 
3,  1»  0 

x * +-  a xx  — laux  4-  auu 

— o 

— ass 

3 » 2 » 1 » 0 » 

il  prodotto  è 3*’ +- laxx  — iaux~ot  e però  iftefla- 
mente  u ~ $xx  + zax  . 

za 

272.  Circa  l’elezione  delle  ferie  aritmetiche  fi  può 
offervare  , che  per  lo  più  farà  la  più  comoda  quella^. , 

che 
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che  fondano  gl’cfponenti  cominciando  dal  raafllffio  del- 
la lettera  , fecondo  cui  è ordinata  l' equazione, 

273.  Un’altra  maniera  di  fciogliere  quello  Proble- 
ma poco  diverfa  , ma  forfè  più  femplice  , e che  avrà 
ufo  ne’  Aedi  contrarj , e ne*  regredì  può  edere  quella  . 

Sia  la  curva  AEMD  ( Fig.  i$p.  ) tagliata  dalla-, 
retta  HE  D ne*  punti  E , D ; e fieno  le  affìtte  AB,  A C—  x , 
le  ordinate  BE , CD  — y E’  chiaro,  che  pattando  la 
retta  HO  ad  edere  la  tangente  TM  della  curva  nel 
punto  M , i due  punti  £,  D caderanno  in  M,  e per 
confegucnza  fi  faranno  eguali  tra  loro  le  AB  , AC, 
ficcome  tra  loro  le  BE,  CD  . Si  alzi  AN  parallela-, 
alle  ordinate,  e da  AT=u,  ANzis,  per  la  fimilitu- 
dine  de’  triangoli  T A N , TKM,  farà  « , s : : u +■  x , y , 
cioè  y — us  +•  sx  , ed  x — uy—ùs  ; nell’  equazione* 

' u * 

della  curva  data  lì  foflituifcano  quelli  valori  in  luogo 
della  y , o della  x , c ne  nafeerà  un*  altra  , la  quale-, 
dovrà  avere  due  radici  eguali , quando  AT  A N fie- 
no tali , che  la  retta  TNM  tocchi  la  curva  , adunque 
facendo  il  paragone  con  un’altra  di  due  radici  eguali, 
o moltiplicandola  per  una  ferie  aritmetica  , fi  averà  il 
valore  della  ricercata  AT,  o AN,  e data  l’una,  è 
pure  data  l’altra.  Ommetto  gl’ eftmpj  , perchè  la_. 
maniera  di  operare  è la  lidia  della  ufata  di  fopra . 
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274.  Siccome  il  metodo  , e la  natura  de’  maffi- 
mi , e minimi , e delle  tangenti  include  neceflaria- 
nienté  nelle  equazioni  due  radici  eguali  , cosi  tre  ra- 
dici eguali  fi  danno  ne*  Fleffi  contrari  , e ne*  Re- 
greffi  . Per  fleflb  contrario  s’intende  quel  punto,  in 
cui  la  curva  da  concava  fi  fa  convefla  , o all’  oppo- 
rlo ; e per  regrefiò  quel  punto , in  cui  ella  torna^ 
all’  indietro,  o concava  , o convella  . 

Sia  la  curva  ACFM  , ( Fig.  160.  ) che  abbiau- 
un  Hello  contrario  nel  punto  F , e fi  conduca  Ia_. 
retta  GCM  , che  la  tocchi  nel  punto  C , e la  ta- 
gli nel  punto  Ai,  abballate  da  effi  le  ordinate  CH, 

MP  , facilmente  fi  vede  , che  quanto  più  il  punto 
C della  tangente  s’accollerà  al  punto  del  fleflo  con- 
trario F , tanto  più  altresi  fi  accollerà  al  punto  F 
il  punto  M di  modo  , che  quando  C cada  in  F, 
vi  caderà  pure  M ; ed  in  confeguenza  fi  faranno 
eguali  AH  t AP  , ficcome  CH , MP  , e la  ret- 
ta GCM  toccherà  , e taglierà  la  curva  nel  punto 
F ; ma  la  natura  della  tangente  già  porta  due  ra- 
dici eguali  , ed  ora  fi  aggiunge  la  terza  , adun- 
que di  natura  del  fleflb  contrario  , che  a lui  cor- 

rifpondano  tre  radici  eguali . 

Dal  punto  A alzata  A N parallela  all’  ordinate.*  , 
e fatta  AN  — s , AT  —u  , e condotta  T N F ; farà  , 

per 
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per  i triangoli  fimili  TAN , TFF , y — us*~sxt  ed 

• U 

x — uy — us  y chiamate  AF—x  , VFzzy  . Sortitimi  per 

S 

tanto  quelli  valori  in  luogo  di  x , o di  y nell*  equa- 
zione della  curva  data,  l'equazione,  che  nafee  , do- 
vrà avere  tre  radici  eguali  quando  AT , o AN  fieno 
tali  , che  la  TNF  condotta  dal  punto  T per  lo  pun- 
to N incontri  la  curva  nel  ricercato  punto  del  fleffo 
contrario  F, 

Similmente  fi  difeorra  della  curva  ACM , ( Fig. 
\6i.  ) che  abbia  un  regrefiò  nel  punto  C ; poiché 
la  tangente  T C della  curva  nel  punto  C aflìeme  la 
taglia  nello  ftefiò  punto  , e quindi  ne  nafeono  nella-. 
rtelTa  maniera  le  tre  radici  eguali . 

Sia  la  curva  AFS  ( Fig.  161.  ) dell'equazione-, 
ayy  — xyy  — aax  — o , in  cui  fono  le  AQ  ~ , C-, 

le  QF—y  , e fi  cerchi  il  punto  del  fleflo  contrario 
F.  Porta'  AT~ut  AF—st  e parallela  alle  ordina- 
te Q F , e fortituito  in  luogo  di  x il  valoro 
uy  — us  nell'equazione  della  curva  , farà  erta 
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la  quale  dovrà  avere  tre  radici  eguali  , e però  fi 
avrà  da  paragonare  con  una  equazione  di  tre  radi- 
ci eguali  , o da  moltiplicarli  per  due  ferie  aritme- 
tiche . 

Si  moltiplichi  adunque  per  la  ferie  i , o , — i j 
— 2 , ed  il  prodotto  y*  * — aay  +-  zaas  — o , di  nuo- 
vo moltiplicato  per  la  ferie  3 , 2 , 1 , o,  ci  darà 
3 y'  — aay  — o , e però  yy  — aa  , il  qual  valore  fofii- 

3 

tuito  nell’  equazione  data  della  curva  ci  fornifee  final- 
mente x = ~ a . 

275.  La  maniera  c la  fiefla  per  ritrovare  i re- 
gredì delle  curve  , cd  il  metodo  dà  tanto  quelli  , 
come  quelli  ; quindi  per  dillinguerli  non  vi  è al- 
tro modo  , che  il  ricercare  per  mezzo  della  coflru- 
zione  1*  andamento  della  curva. 

L’ ideila  ambiguità  nafee  nelle  queflioni  de’  truf- 
fimi, e minimi,  la  quale  folo  con  l'idea  della  curva 
fi  può  togliere  . Con  la  medefima  condizione  deUe 
tre  radici  eguali  fi  potrebbero  ritrovare  i Raggi  Ofcu- 
latori  , ma  giacché  di  tali  cofe  fi  tratterà  nel  feguen- 
te  libro  , porrò  fine  a quello  per  non  recare  troppo 
di  noja  . 

FINE  DEL  PRIMO  LIBRO. 
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